








TRATTATO ELEMENTARE 


S U L L A 

MECCANICA RAZIONALE 

CON MOLTI ESEMPI I 

Compilato sulle opere di TODHUNTER, T&1T, STEELE, ROUTH ed altri autori: 

DA 

G. BATTAGLIMI 

PROFESSORE 1)1 GEOMETRIA SUPERIORE SELLA IMVERS1TA' DI ROMA. 



NAPOLI 


LIBRERIA SCIENTIFICA E INDUSTRIALE 
DI B . PELLERANO 
Istrada di Chiaia 60. 

1873 . 


Digitized by Google 



La presente opera è messa sotto la salvaguardia delle vigenti leggi 
sulla proprietà letteraria. 



Stab. Tip. A. Traili. 


Dìgitized by Google 




V 


AVVERTIMENTO DEL COMPILATORE. 


L’ opera che presentiamo agli Studenti delle nostre Università 
è destinata a servir loro di guida nello studio della Meccanica 
razionale. Il merito singolare dei libri inglesi di testo per l’in- 
segnamento delle Matematiche non ci lasciavano in dubbio su 
quali opere dovesse cadere la scelta per una traduzione italiana; 
se non che la mancanza di un 'Trattato completo in inglese di 
Meccanica razionale, che potesse adattarsi al nostro insegna- 
mento universitario, ci ha costretto a compilare il nostro lavoro 
su diverse opere, ciascuna eccellente nel suo genere. Abbiamo 
tradotto perciò, 1° il Trattato sulla Statica analitica di Todhun- 
ter, togliendone alcuni Capitoli, non essenziali per un Corso di 
Meccanica razionale; 2° il Trattato sulla Dinamica di un Ele- 
mento di Tait e Stekle, con leggerissime omissioni; 3°, ed una 
gran parte del Trattato sulla Dinamica di un Sistema di Corpi 
rigidi di Rotjth. Con ciò crediamo di offrire agli Studiosi una 
completa opera d’istituzione intorno alla Meccanica dei Solidi. 
In quanto alla Meccanica dei Fluidi la scelta di un’ opera adatta 
e della stessa indole delle altre non era facile; abbiamo dovuto 
contentarci perciò della traduzione dal francese dell’ Idrostatica 
e dell' Idrodinamica di Duhamei., le quali, sebbene esposte con 
metodo diverso da quello seguito nella Statica e nella Dinamica 
sopra indicate, sono non pertanto di un merito incontrastabile. 
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STATICA. 


CAPITOLO I. 

Introduzione. 

1 . Corpo è una porzione di materia limitata in ogni direzione, 
e per conseguenza determinata di forma e di volume. Elemento 
materiale è un corpo indefinitamente piccolo in ogni direzione. 

2. Un corpo è in moto quando esso o le sue parti occupano 
successivamente diverse posizioni nello spazio. Però non possia- 
mo giudicare dello stato di quiete o di moto di un corpo senza 
paragonarlo con altri corpi, e per questa ragione tutt’i movi- 
menti che osserviamo sono necessariamente moti relativi. , 

3. Forza è ciò che produce o tende a produr moto in un corpo. 

4. Quando più forze agiscono simultaneamente su di un corpo, 
può accadere che esse si neutralizzino tra loro; allorché un corpo 
rimane in quiete benché sollecitato da forze, si dice che esso è in 
equilibrio; o, in altri termini, si dice che le forze mantengono 
l’equilibrio. 

5. La Meccanica è la scienza che tratta delle leggi dell’ equili- 
brio e del moto dei corpi. La Statica tratta delle leggi dell’equi- 
librio, e la Dinamica delle leggi del moto. 

6. Vi sono tre cose da considerare in una forza che agisce su 
di un elemento materiale: la posizione dell’elemento; la direzione 
della forza, cioè, la direzione secondo la quale essa tende a far 
muovere l’elemento; e l ’ intensità della forza. Siccome le dimen- 
sioni di un elemento sono indefinitamente piccole la sua posizione 
si può determinare come si determina quella di un punto in geo- 
metiùa, e la direzione della forza si può determinare come si de- 
termina quella di una linea retta. Passiamo quindi a considerare 
la grandezza o intensità della forza. 
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INTRODUZIONE. 


7 . Le forze si possono misurare prendendo una determinata 
forza per unità, ed esprimendo con numeri i rapporti che le altre 
forze serbano a questa unità. Due forze sono eguali quando ap- 
plicate in direzioni opposte ad un elemento mantengono l’ equi- 
librio. Se prendiamo due forze eguali e le applichiamo ad un ele- 
mento nella stessa direzione otteniamo una forza doppia di cia- 
scuna; se uniamo tre forze eguali otteniamo una forza tripla ; e 
così di seguito. 

Adunque quando diciamo che una forza applicata ad un ele- 
mento è un certo multiplo di un’altra forza, intendiamo che la 
prima forza si può supporre composta di un certo numero di forze 
eguali alla seconda e tutte agenti nella stessa direzione. In que- 
sto modo le forze diventano quantità misurabili, le quali si pos- 
sono esprimere con numeri, come tutte le altre quantità, rife- 
rendole ad una unità della loro stessa specie. Le forze si possono 
anche rappresentare con linee rette proporzionali in lunghezza a 
quei numeri, tirate dal punto sul quale le forze agiscono e nelle 
direzioni secondo le quali esse agiscono. 

8. L’esperienza c’insegna che se un corpo è lasciato libero dalla 
mano, esso cadrà in una cei-ta direzione; comunque spesso si fac- 
cia l’esperimento, il risultato è lo stesso, il corpo colpisce ogni 
volta il suolo nello stesso luogo, purché rimanga lo stesso il po- 
sto dal quale si è lasciato cadere. La causa di questo effetto co- 
stante si suppone essere un’affinità che tutt’ i corpi hanno con la 
terra, e che si chiama la forza di attrazione. Se s’impedisce la 
caduta del corpo interponendo una tavola o la mano, il corpo 
esercita una pressione sulla tavola o sulla mano. Peso è il no- 
me dato alla pressione che per l’ attrazione della terra un corpo 
esercita su di un altro col quale esso trovasi a contatto. 

9. Un corpo solido si concepisce come un aggregato di elementi 
materiali che sono mantenuti assieme dalle loro mutue affinità. 
Questa ipotesi è giustificata dagli esperimenti, i quali mostrano 
che ogni corpo è divisibile in porzioni successivamente più pic- 
cole senza limite, se una forza sufficiente si adopera a vincere le 
azioni scambievoli delle parti del corpo. 

10. Un corpo rigido è quello in cui gli elementi ritengono po- 
sizioni invariabili tra di loro. Nessun corpo in natura è perfetta- 
mente rigido; ogni corpo cede più o meno alle forze che agiscono 
su di esso. Se, quindi, in ogni caso questa compressibilità è di 
grandezza sensibile, supporremo che il corpo abbia preso la sua 
figura di equilibrio, ed allora considereremo i punti di applica- 
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INTRODUZIONE. * 3 

zione delle forze come un sistema di forma invariabile. Per cor- 
po, da ora innanzi, intenderemo un corpo rigido. 

1 1 . Allorché una forza agisce su di un corpo l’effetto della forza 
non sarà cambiato a qualunque punto della sua direzione la sup- 
porremo applicata, purché questo punto sia o uno dei punti del 
corpo o pure sia connesso col corpo invariabilmente. Questo prin- 
cipio è conosciuto col nome della trasmissibilità di una forza in 
un punto qualunque della sua linea d'azione; esso è ammesso co- 
me un assioma o come un fatto sperimentale. Possiamo mostrare 
a che equivalga ciò che si ammette nell’assioma, col procedi- 
mento seguente. 

Supponiamo che un corpo sia mantenuto in equilibrio da un 
sistema di forze, una delle quali è la forza P applicata al punto 

r 




pio della trasmissibilità della forza, vale a dire, che se una fqrza 
si può trasferire dal suo punto d’ applicazione ad un secondo 
punto senza alterare il suo effetto, allora il secondo punto deve 
essere nella direzione della forza. Si vegga l’ Art. 17. 

13. Quando troveremo utile di cambiare il punto d’ applica- 
zione di una forza, per brevità non sempre esprimeremo che il 
nuovo punto sia invariabilmente connesso col primitivo, ma ciò 
deve sempre essere sottinteso. 




A. Si prenda un punto qualunque B nella di- 
rezione di questa forza, e si supponga B con- 
nesso con A in modo che la distanza AB sia 
invariabile. Allora, se in B introduciamo due 
forze, P e P'J eguali in grandezza ed agenti in 
direzioni opposte secondo la linea retta AB, 
sembra evidente che nessun cambiamento si 
produce nell’effetto della forza P in A. Ora 
ammettiamo che P in A c P' tw B si neutraliz- 
zino tra loro, e quindi possano essere tolte senza 
disturbare V equilibrio del corpo ; allora rimane 
la forza P *. in B producente lo stesso effetto co- 
me quando essa agiva in A. 

12. Avremo occasione in appresso di ammet- 
tere ciò che può chiamarsi l ’ inverso del princi- 
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FOliZE NELLA STESSA LINEA LETTA. 


CAPITOLO II. 

Composizione ed equilibrio delle forze che agiscono 
su di un elemento. 

14. Quando un elemento è sollecitato da forze che non manten- 
gono T equilibrio esso incomincerà a muoversi in una determi- 
nata direzione. E chiaro allora che si possa trovare una forza 
sola di una tale grandezza, che se agisse nella direzione opposta 
a quella secondo la quale il movimento dovrebbe aver luogo que- 
sta forza impedirebbe il movimento, e per conseguenza sarebbe 
in equilibrio con le altre forze che agiscono sull’ elemento. Se 
quindi togliessimo le forze primitive e le rimpiazzassimo con una 
forza sola, eguale in grandezza a quella detta di sopra, ma agente 
nella direzione opposta, l’elemento rimarrebbe ancora in quiete. 
Questa forza, che è equivalente nel suo eifetto all’ effetto combi- 
nato delle forze primitive, si chiama la loro risultante, e le forze 
primitive si chiamano le componenti della risultante. 

Sarà necessario quindi d’incominciare col dare delle regole 
per la composizione delle forse; cioè, per trovare la loro forza ri- 
sultante. Dopo che le avremo determinate, sarà facile di dedurre 
le relazioni analitiche che le forze debbono soddisfare quando 
sono in equilibrio. 

15. Trovare la risultante di un dato numero di forse che agi- 
scono su di un elemento secondo la stessa linea retta; e trovare la 
condizione che esse debbono soddisfare affinchè si facciano equi- 
librio. 

Quando due o piu forze agiscono su di un elemento nella stessa 
direzione è evidente che la forza risultante è eguale alla loro 
somma ed agisce nella stessa direzione. 

Quando due forze agiscono in direzioni diverse, ma secondo la 
stessa linea retta, su di un elemento, è chiaro egualmente che la 
loro risultante è eguale alla loro differenza ed agisce nella dire- 
zione della componente maggiore. 

Quando più forze agiscono in direzioni diverse, ma secondo la 
stessa linea retta, su di un elemento, la risultante delle forze che 
agiscono in una direziono è eguale alla somma di queste forze, 
ed agisce nella stessa direzione - , e cosi per le forze che agiscono 
nella direzione opposta. La risultante, quindi, di tutte le forze è 
eguale alla differenza di queste somme, ed agisce nella direzione 
della somma maggiore. . 
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PARALLELOGRAMMO DELLE FORZE. 


Se le forze che agiscono in una direzione sono considerate po- 
sitive, e quelle nella direzione opposta negative, allora la loro 
risultante è eguale alla loro somma algebrica ; il suo segno deter- 
mina la direzione secondo la quale essa agisce. 

Affinchè le forze siano in equilibrio, la loro risultante, e quindi 
la loro somma algebrica, deve svanire. 

16. Vi è un altro caso in cui possiamo facilmente determinare 
la grandezza e la direzione della risultante. 

Siano AB, A C, AD le direzioni di tre forze eguali che agiscono 
sull’ elemento A; supponiamo tutte queste forze nello stesso piano 
e ciascuno dei tre angoli BAC, CAD, DAB eguale a 120°; l’e- 
lemento resterà in quiete, non essendovi alcuna ragione perchè 
l' elemento dovesse muoversi in una direzione piuttosto che in 
un’altra. Ciascuna delle forze è quindi eguale ed opposta alla ri- 
sultante delle altre due. Ma se 
prendiamo nelle direzioni di due 
tra esse, AB, AG, due linee rette 
eguali AG, All per rappresenta- 
re le forze, e completiamo il pa- 
rallelogrammo GAMI], la diago- 
nale AE si troverà nella stessa 
linea retta con AD. Inoltre il 
triangolo AGE sarà equilatero, 
e perciò AE = AG. Quindi, la 
b diagonale AE del parallelogram- 
mo costruito sopra A G , Ali rap- 
presenta la risultante delle due 
forze rappresentate rispettiva- 
mente da AG ed AH. 

Questa proposizione è un caso particolare di quella alla quale 
ora procediamo. 

17. Se due forze agenti su di un punto sono rappresentale in 
direzione e grandezza da due linee rette condotte pel punto, e si 
descrive un parallelogrammo su queste linee rette come lati adia- 
centi, allora la risultante sarà rappresentata in direzione e gran- 
dezza da quella diagonale del parallelogrammo che passa pel 
punto. 

Questa Proposizione si chiama il Parallelogrammo delle forze. 

I. Trovare la direzione della risultante. 

Quando le forze sono eguali è chiaro che la direzione della ri- 
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PARALLELOGRAMMO DELI, E FORZE, 


sultante bisegherù l'angolo tra le direzioni delle forze; o sia, se 
rappresentiamo le forze in grandezza o direzione con due linee 
rette condotte pel punto su cui esse agiscono, e descriviamo un 
parallelogrammo su queste linee rette, quella diagonale del paral- 
lelogrammo che passa pel punto sarà la direzione della risultante. 

Ammettiamo che ciò sia vero per le forze p ed m inclinate sotto 
un angolo qualunque, ed anche per le forze p ed n inclinate sotto 
lo stesso angolo; possiamo mostrare che allora ciò deve essere vero 
per due forze p ed m-fw anche inclinate sotto lo stesso angolo. 

Sia A il punto sul quale agiscono le forzep ed m; siano AB, AC 
le loro direzioni e proporzionali ad esse in grandezza: si completi 

il parallelogrammo BC, e si tiri la 
diagonale AD\ allora, per ipotesi, 
la risultante di p ed m agisce se- 
condo AD. 

Inoltre, si prenda CE che abbia 
ad A C lo stesso rapporto di n ad m. 
Per l’Art. tl possiamo supporre la 
forza « che agisce nella direzione 
A E essere applicata in A o in C; 
e quindi le forze p, m, ed n, nelle 
linee rette AB, AC, e CE, sono lo 
stesso che p ed m + n nelle linee rette AB ed AE. 

Ora si sostituisca a p ed m la loro risultante e si trasferisca il 
suo punto d’applicazione da A in D\ indi si risolva questa forza 
in D secondo le parallele ad AB ed AC rispettivamente; queste 
parti risolute debbono essere evidentemente p ed m, la prima 
agente nella direzione DE, e la seconda nella direzione DG. 
Indi si trasferisca p in C ed m in tì. 

Ma, per ipotesi, p ed n agenti in C hanno una risultante nella 
direzione CG\ quindi si può sostituire a p ed n laloro risultante 
e trasferire il suo punto d’applicazione in G. Ed m è stata anche 
trasferita in G. Quindi con questo procedimento abbiamo tra- 
sportate le forze che agivano in A al punto G senza alterare il 
loro effetto. Possiamo quindi dedurre (si vegga l’Art. 12) che G 
è un punto nella direzione della risultante di p ed m + n in A ; 
cioè, la risultante di p ed m + n agisce nella direzione della dia- 
gonale AG, purché l’ipotesi sia esatta. Ma l’ ipotesi è esatta pel- 
le forze eguali, come p, p, e perciò essa è vera per le forze p, 2 p\ 
per conseguenza per p, 3 p, e così di seguito; quindi essa è vera 
per p, r-p. 

Quindi essa è vera per p, r-p,ep, r-p, e per conseguenza per 
2 p, r-p, e così di seguito; ed essa è finalmente vera per s-p ed 
r-p, in cui r ed s sono interi positivi. 
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parallelogrammo dblle forze. 7 

Dobbiamo mostrare ancora elie la Proposizione è vera per le 
forze incommensurabili. 

Questo si può dedurre dal fatto che quando due grandezze sono 
incommensurabili, sicché il rapporto di una di esse all’altra non 
possa essere espresso esattamente da una frazione, possiamo sem- 
pre trovare una frazione che differisce dal vero rapporto per una 
frazione minore di una frazione assegnata qualunque. 0 pure ciò 
si può stabilire indirettamente nel seguente modo. 

Rappresentino AB, A C due tali forze. Si completi il paralle- 
logrammo BC. Allora se la loro 
risultante non agisce secondo 
AD supponiamo che essa agisca 
secondo AE; si tiri EF parallela 
a BD. Si divida AC in parti e- 
guali, ciascuna minore di DE\ 
si segnino sopra CD porzioni e- 
guali a queste, e sia K l’ultima 
divisione; questa evidentemente 
cade tra D e E; si tiri GK pa- 
rallela ad A C. Allora due forze rappresentate da AC, AG hanno 
una risultante nella direzione AK , poiché esse sono commensu- 
rabili; quindi le forze AC ed AB sono equivalenti ad AK insieme 
con una forza eguale a GB applicata in A secondo AB. E pos- 
siamo ammettere come evidente che la risultante di queste forze 
deve giacere tra AK ed AB: ma per supposizione la risultante 
« A E che non cade tra AK ed AB. Questo è assurdo. 

Nello stesso modo possiamo mostrare che ogni direzione diver- 
sa da AD conduce ad un’ assurdità, e quindi la risultante deve 
agire secondo AD, siano le forze commensurabili o incommen- 

II. Trovare la grandezza della risultante. 

Siano AB, AC le direzioni delle forze date, 
AD quella della loro risultante; si prenda AK 
opposta ad AD, e di una lunghezza tale da 
rappresentare la grandezza della risultante. 
Allora le forze rappresentate da AB, AC, AE, 
si equilibrano tra di loro. Sopra AE ed AB / 
come lati adiacenti si costruisca il parallelo- 
grammo ABFE\ allora la diagonale AF è la 
direzione della risultante di AE ed AB. 

Quindi A C è nella stessa linea retta con AF, 
quindi FD è un parallelogrammo; e perciò 
AE=FB-AD. Quindi la risultante è rappresentata in grandezza 
come in direzione dalla diagonale del parallelogrammo. 


suraoili. 
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Cosi la proposizione chiamata il Parallelogrammo delle forzo 
è completamente stabilita, 

18. Quindi s ePeQ rappresentano due forze componenti agenti 
sotto un angolo 7 . su di un elemento, la risultante B è data dal- 
l' equazione 

IP - P 2 + Q- + 2 PQ cos a. 

19. Quando tre forze che agiscono su di un elemento sono in 
equilìbrio esse sono rispettivamente proporzionali ai seni degli 
angoli compresi dalle direzioni delle altre due. 

Poiché se ci riferiamo alla terza figura dell’ Art. 17 abbiamo 

P : Q : R :: AB : AC (o BI>) : AD 

: : sen ADB : sen BAD : sen ABD 
:: sen CAE : sen BAE : sen PAX'. 

Viceversa se tre forze agiscono su di un elemento, e ciascuni! 
forza è proporzionale al seno dell’ angolo tra le direzioni delle 
altre due, si può mostrare che una delle’ forze è eguale in gran- 
dezza alla risultante delle altre due, ed agisce o nella stessa di- 
rezione 0 nella dii-ezione opposta: nell’ultimo caso le tre forze 
sono in equilibrio. 

Si osservi che se i lati di un triangolo si tirano paralleli alle 
direzioni delle forze, la lunghezza di ogni lato sarà proporzio- 
nale al seno dell’ angolo tra le forze che corrispondono agli altri 
due lati. 

/ k 

20. Una forza qualunque che agisce su di un elemento si può 
rimpiazzare con due altre, se i lati di un triangolo condotti pa- 
rallelamente alle direzioni delle forze hanno la stessa propor- 
zione relativa di quella delle forze. Infatti pel parallelogrammo 
delle forze la risultante di queste due ultime forze è eguale alla 
forza data. 

Questo si chiama la risoluzione di una forza. 

21. Poiché la risultante di due forze che agiscono su di un 
elemento è rappresentata in grandezza e direzione dalla diago- 
nale del parallelogrammo costruito sulle linee rette che rappre- 
sentano queste forze in grandezza e direzione, ne segue che per 
ottenere la risultante delle forze P, , P 4 , P 3 , ... che agiscono so- 
pra un elemento A, e sono rappresentate dalle linee rette AP l , 
AP,, AP 3 , ... possiamo procedere come segue. 
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Si trovi la risultante di P, e P 2 , si componga questa risul- 
tante con P 3 , questa nuova risultante con P t , e cosi di seguito. 

Segue da ciò, che se si costrui- 
sce un poligono AP t DCD, di 
cui i lati sono rispettivamente 
eguali e paralleli alle linee 
rette AP t , AP t , ...e si con- 
■5 giunge A con 1* ultimo vertice 
D, la linea retta AD rappre- ■ 
senterà in grandezza e dire- 
zione la risultante di tutte le 
forze. 

Possiamo conchiudere che 
la condizione necessaria e suf- 
ficiente per l’ equilibrio di un 
numero qualunque di forze 
che agiscono su di un elemento si è, che il punto D coincida con 
A; cioè, che la figura AP t B...D sia un poligono completo. Le 
forze nella figura non sono necessariamente tutte in un piano. 

Il risultato qui ottenuto si può enunciare così: Se i lati eli un 
poligono qualunque presi in ordine sono rispettivamente propor- 
zionali alle grandezze delle forze che agiscono su di un punto, 
c sono parallele- alle direzioni delle forze, le forze saranno allora 
in equilibrio. 

Questa proposizione si chiama il Poligono delle Forze : 

La direzione e la grandezza della risultante si può anche de- 
terminare analiticamente, come negli Articoli seguenti: 

22. Un numero qualunque di forze agiscono su di un elemento in 
un piano; trovare la grandezza e la direzione della loro risultante. 

Siano P,, P 2 , P 3 ,... le forze, ed a,, Oj, a s ,... gli angoli che le 
loro direzioni fanno con una retta fissa condotta pel punto propo- 
sto. Si prenda questa retta fissa per l’asse delle x, e la perpen- 
dicolare ad essa per quello delle y. Allora, per l’ Art. 20, P, si 
può risolvere in P, cos a, , e P, sen a, agenti secondo gli assi delle 
x e delle y rispettivamente. Le altre forze si possono risolvere 
similmente. Per l’ addizione algebrica delle forze che agiscono se- 
condo la stessa linea retta abbiamo 

P, cosa, + P 2 eosa 2 4- P 3 cosa 3 + ... secondo l’asse delle x, 

P, sena, + P 2 sen a 2 + P 3 sena 3 + ... secondo l’ asse delle y. 

Esprimeremo la prima con IP cos a e la seconda con IP sen a, 
dove il simbolo I dinota che si prende la somma di tutte le quan- 
tità di cui la quantità ohe lo segue è il tipo. 
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Se poniamo P, cosa, —X t e P, sena, = F, , ed usiamo una 
simile notazione per le altre componenti, abbiamo due forze che 
rimpiazzano l’intero sistema, cioè EX secondo l’asse delle x e 
ZY secondo quello delle y. Se li dinota la risultante di queste 
forze ed a l’angolo secondo il quale essa è inclinata all’ asse dello 
x, abbiamo, per l’Art. 17, 

E 1 = (EX) 2 + (ZY)*, 


Inoltre 


, ZY 
tana = 2X* 
EX 

cosa = jjS 


sena = 


ZY 
E ' 


D 


23. Trovare le condizioni di equilibrio quando un numero qua- 
lunque di forze agiscono su di un elemento in un piano. 

Quando le forze sono in equilibrio dobbiamo avere E — 0; 
quindi 

(EX) 2 + (El r ) 2 = 0 ; 
onde EX = 0 ; £F= 0 ; 

e queste sono le condizioni tra le forze affinchè esso siano in 
equilibrio. 

24. Tre forze agiscono su di un elemento in direzioni ad an- 
goli retti tra di loro; trovare la grandezza e la direzione della 
loro risultante. 

Rappresentino AB, AC, 
Al) le tre forze X, Y, Z in 
grandezza e direzione. Si 
completi il parallelogram- 
mo BC, e si tiri la diago- 
nale AE\ allora AE rap- 
presenta la risultante di X 
ed Y in grandezza e dire- 
zione, per l’ Art. 17. Orala 
risultante di questa forza e 
di Z, cioè, delle forze rap- 
presentate da AE, AD, è 
rappresentata in grandezza 
e direzione da AE, diago- 
nale del parallelogrammo 
DE. Quindi la risultante di 
X, F, Z è rappresentata in grandezza e direzione da AF. Sia lt 
la grandezza della risultante, e siano a,b,c gli angoli che la di- 
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rezione di R fa con quello di X, Y, X. Allora, poiché 

AF* = AE * + AI) 1 - AB* + AC* + AD * , 

sarà R* = X*+ Y* + Z*. 

T , ± AB X AC Y AD Z 

Inoltre m» = 35 = T V a * i = AF = K emc = AF = R' 

Così sono determinate la grandezza e la direzione della risultante. 

25. Segue dall’ultimo Articolo che una forza qualunque R la 
direzione della quale fa gli angoli a, b, c con tre assi rettango- 
lari fissi nello spazio, può essere rimpiazzata dalle tre forze 
R coso, R cosò, licose, agenti simultaneamente sull'elemento 
sul quale agisce R, e che hanno le loro direzioni parallelo agli 
assi delle coordinate rispettivamente. 

26. Più forze agiscono su di un elemento in direzione qualun- 
que; trovare la grandezza e la direzione della loro risultante. 

Siano P,, Pj, P 3 , ... le forze; a,, p,, Y, gli angoli che la dire- 
zione di P, fa con tre assi rettangolari condotti pel punto pro- 
posto; 04 , p», Yj gli angoli che la direzione di P, fa con gli stessi 
assi; e così di seguito. 

Allora, per l’Art. 25, le componenti di P, nelle direzioni 
degli assi sono 

P, coso,, P, cosp,, P, cosYi, (o X,, Y t , X,, supponiamo). 

Si risolva ciascuna delle altre forze nello stesso modo, e si ri- 
duca il sistema a tre forze, addizionando quelle che agiscono 
nella stessa linea retta, Art. 15; abbiamo così 

P,cos a, + Pjcos 02 + . . . o EPcosa, o EX, 

P, cos p, + P 2 cos Pj + . . . o EPcosP, o EX, 

P, cos Yi 4- P 2 cos Y 2 + • • • 0 EPcosy, 0 EX, 

agenti nelle direzioni degli assi delle x,y, e e rispettivamente. 

Se chiamiamo R la risultante, ed a, b, c gli angoli che la sua 
direzione fa con gli assi, abbiamo, per l’Art. 24, 

P* = (EX ) 1 + (EX ) 1 + (EX)*, 

EX ET EX . 

e cos « =—, cosò = —, cose = -T-. 

il il il 

27. Trovare le condizioni di equilibrio quando più forze agi- 
scono su di un elemento. 
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Si moltiplichi la prima per cosa', la seconda per cosfJ', e Interza 
per cos y', e si sommi. Allora, se 0,,0 2 ... dinotano gli angoli 
che P,, P 2 , ... fanno con la linea retta tirata arbitrariamente, e 
0 dinota l’angolo che la risultante Jì fa con essa, abbiamo, per 
la formola del coseno dell’angolo tra due linee rette citata nel- 
l’ Art. 28 

R cos 9 = P, cos 0 f + P 2 cos 0 2 + ... 

30. Dall’ Art. 20 è chiaro che una data forza si può risolvere 
in due altre in infiniti modi. Quando parliamo della parte riso- 
luta di una forza in una data direzione, come nell’Articolo pre- 
cedente, supporremo sempre, a meno che non si esprima il con- 
trario, che la forza data si risolva in due forze, l’ una nella data 
direzione e l’ altra in una direzione ad angoli retti sulla direzione 
data. La prima componente si dirà la forza risoluta nella data 
direzione. 

Quando delle forze agiscono su di un elemento esso sarà in 
equilibrio, purché le somme delle forze risolute secondo tre di- 
rezioni qualunque che non giacciono in un piano siano zero. In- 
fatti se le forze non si equilibrano, esse debbono avere una sola 
risultante; e siccome una linea retta non può essere ad angoli 
retti su tre linee rette che s’incontrano in un punto e non sono 
nello stesso piano, la parte risoluta della risultante, e quindi la 
somma delle parti risolute delle forze date, secondo queste tre 
linee rette, non può svanire, il che è contrario all’ipotesi. 

31. Nell’ Art, 26 risolvemmo ciascuna forza di un sistema in 
tre altre secondo tre assi rettangolari. Nello stesso modo pos- 
siamo, se ci piace, risolvere ciascuna forza secondo tre linee 
rette che formano un sistema di assi obliqui. Infatti sia che la 
figura nell’ Art. 24 rappresenti un parallelepipedo obliquo o ret- 
tangolare, la forza AE si può risolvere in AD ed AE, e l’ul- 
tima di nuovo si può risolvere in AB ed AC. Quindi la risultante 
di un sistema di forze può essere rappresentata dalla diagonale 
di un parallelepipedo obliquo, e per l’equilibrio sarà necessario 
che questa diagonale svanisca, e quindi che svaniscano gli spi- 
goli del parallelepipedo. 

I tre articoli seguenti sono casi particolari dell’ equilibrio di 
un elemento. 

' 32. Determinare la condizione di equilibrio di un elemento sol- 
lecitato da forze qualunque e costretto a rimanere sopra una 
data curva levigata. 

Per una curva levigata intendiamo una curva che può sola- 


vi 
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mente esercitare forza sull’elemento in una direzione normale 
alla curva nel punto di contatto. 

Dinotino X, F, Z le forze che agiscono sull’elemento in dire- 
zioni parallele atre assi rettangolari, eccettuata l’azione della 
curva. Dinotino x, y, z le coordinate dell’elemento, ed s la lun- 
ghezza dell’ arco misurato da un punto fisso sino al punto ( x,y,z ). 
Allora per la Geometria analitica a tre dimensioni i coseni degli 
angoli che la tangente della curva nel punto (x, y, z) fa con gli 

. dx dy de . 

assi sono — , — , — , rispettivamente. Le forze che agiscono 

dò (IS (lo 

sull’elemento essendo risolute secondo la tangente della curva, 
la loro somma è 

xÈ+r^+z* 

as ds ds 


Se questa non svanisce, non vi sarà nulla che impedisca il moto 
dell’ elemento; per l’equilibrio quindi dobbiamo avere 


xì'+rf t 2r 

ds ds ds 


0 . 


Viceversa se ha luogo questa relazione l’elemento resterà in 
quiete, poiché non vi è alcuna forza per farlo muovere lungo la 
curva , che è il solo movimento di cui esso è capace. 

Abbiamo supposto l’ elemento situato nell’ interno di un tubo 
che ha la forma della curva. Però se l’elemento ò semplicemente 
posto in contatto con una curva, sarà inoltre necessario per 1’ e- 
quilibrio che la risultante delle forze prema l’ elemento contro 
, la curva e non lo stacchi dalla curva. 


■ 33. Determinare le condizioni di equilibrio di un elemento sol- 
lecitato da forze qualunque e costretto a rimanere sopra mia data 
superficie levigata. 

Una superficie levigata è quella che non può esercitare alcuna 
forza sull’ elemento eccetto che in una direziono normale alla 
superficie. 

Dinotino X, Y, Z le forze che agiscono sull’ elemento in dire- 
zioni parallele a tre assi rettangolari, eccettuata l’ aziono della 
superficie. La risultante di X, Y, Z deve agire in una direzione 
normale alla superficie nel punto dove è situato l’ elemento; poi- 
ché se ciò non fosse, potremmo decomporre la risultante in due 
forze, l’ una secondo la normale e l’altra ad angoli retti sulla nor- 
male, delle quali la seconda porrebbe in moto l’elemento. I coseni 
degli angoli che la risultante di X, Y, Z fa con gli assi sono pro- 
porzionali ad X, Y, Z rispettivamente; e se F(x,y,z)—Q è l’equa- 
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zione della superficie, i coseni degli angoli che la normale alla 
superficie nel punto ( x , y, z) fa con gli assi, sono per la Geome- 

. . . ... clF dF dF . 

tna analitica a tre dimensioni proporzionali a —, — , e — ri- 
da; dy de 

spetti vamente. Quindi per l’equilibrio dobbiamo avere 
X Y_ Z 

\ dF ~dF~dF' 

dx dy dz 

Se questo relazioni sono soddisfatte, la forza risultante è di- 
retta secondo la normale; quindi, se supponiamo l’elemento in- 
capace di lasciare la superficie, le condizioni precedenti saranno 
sufficienti per assicurare il suo equilibrio; ma se l’ elemento è 
semplicemente situato sopra una superficie, sarà inoltre neces- 
sario che X, Y, Z agiscano in modo che la loro risultante prema 
l’elemento contro la superficie. Per esempio, se l’elemento è si- 
tuato sulla parte esterna di una sfera, la risultante di X, Y, o Z 
deve agire verso il centro della sfera. 


' 34. Supponiamo che si voglia determinare l’azione cho la curva 
o la superficie esercita sull’elemento nei casi precedenti. Dino- 
tiamola con 72, e siano a, y gli angoli che la sua direzione fa 
con gli assi. Poiché 72 e le forze X, Y, Z mantengono l’elemento 
in equilibrio, abbiamo per l’Art. 27, 


72cosa + X = 0, 72 cos g + l r = 0, Il cos y + Z — 0...(1). 


Inoltre quando l’ elemento sta sopra una superficie curva di cui 
l’equazione è F (x, y, z) = 0, cosa, cos p, e cos y sono conosciuti 
in termini delle coordinate dell’elemento, poiché essi sono pro- 
di^ dF dF 

porzionali a — , — , — rispettivamente. Quindi le equazioni 

( 1 ) e quella della superficie determineranno x, y, z ed 72 , so 
X, Y t Z sono date. 

Se l'elemento sta sopra una linea curva, allora, poiché la di- 
rezione di 72 è perpendicolare a quella della tangente della cur- 
va, abbiamo l’equazione seguente dalla Geometria analitica a tre 
dimensioni , 

dx _ dy dz „ 

cos a -r- 4- cos 3 + cosy — = 0 (2). 

ds r ds 1 ds • 


n ... dx dy de . . . , , 

roicliè — , — , e — si possono esprimere, teoreticamente al- 


meno, in termini di x, y, e e, l’equazione (2) dà una relaziono 
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tra cosa, cos {5, e cos y, ed x, y, e z. Cosi (1) e (2) unite alle due 
equazioni della curva ed all’ equazione 

cos 2 a + eos 2 ^ + cos 2 y = 1 , 

sono sufficienti per determinare le sette quantità E, x, y, z, 
cos a, cos (3, e eos^. 

Possiamo osservare che da (1) 

R* = X 2 + Y 2 + Z 2 . 

35. La dimostrazione di Duchayla del Parallelogrammo delle 
Forze che abbiamo data nell’ Art. 17, riposa sul principio della 
trasmissibilità della forza ; si vegga l’Art. 11. Daremo un’altra 
dimostrazione che non dipende da questo principio; questa dimo- 
strazione è quella di Poissoncon una leggiera modificazione. Am- 
mettiamo che se due forze eguali agiscono su di un elemento, la 
direzione della risultante bisega l’ angolo tra le direzioni delle 
componenti. Inoltre, se P dinota la grandezza di ciascuna di due 
forze eguali, 2x l’angolo tra le loro direzioni, ed lì la grandezza 
della risultante, allora li deve essere una certa funzione di P 
ed x\ supponiamo 

E = f (P, a). 

In questa equazione, se mutiamo la nostra unità di forza, i va- 
lori numerici di P ed li muteranno; ma siccome l’equazione 
precedente deve essere vera, qualunque sia l’unità di forza che 
adottiamo, ne segue che la funzione f(P, x) deve essere della 
forma Pz(x) . Quindi abbiamo 

E = Ptf(z). 

Rappresenti M la posizione dell’elemento; siano MA, MB le 

direzioni delle forze eguali che agi- 
scono su di esso; MD la direzione 
della risultante. Si tirino le quat- 
tro linee rette MC, MG, MH,ME, 
che fanno gli angoli CMA, GMA, 
HMB, E MB tutti eguali, e dinoti 
z la grandezza di ciascun angolo. 
Si supponga la forza P che agisce 
secondo MA risoluta in due forze 
eguali agenti secondo MC ed MG 
rispettivamente; si dinoti ciascuna 
di queste componenti con allora 

P=Q<j(z). 

Similmente si risolva P che agisce secondo MB in due forze 


M 
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ciascuna eguale a Q , agenti secondo ME ed M1I rispettivamente. 
Cosi le due forze F sono rimpiazzate dalle quattro forze Q\ e per 
conseguenza la risultante di queste quattro forze deve coincidere 
in grandezza e direzione con la risultante E delle due forze P. 

Dinoti Q' la risultante delle due forze Q, agenti secondo MG 
ed il IH] poiché GMD — HMD = x — e, abbiamo 

<?' = <??( x-g), 

ed MD è la direzione di Q'. 

Similmente, la risultante Q' delle altre forze Q agirà secondo 
MD\ e poiché CMD ~EMD—X\Z, abbiamo 

Q!' = Q<f(x + e). 

Poiché Q' e Q' agiscono entrambe secondo la linea retta MD, la 
loro risultante, che è anche la risultante delle quattro forze Q, 
deve essere eguale alla loro somma; quindi 

E= Q'+ Q". 

Ma abbiamo E = P<f (x) = Q<z (z) %{?). 

Quindi c(x) cf (z) = <p(r + e) + <f(x — s) (1). 

Questa equazione ammette più di una soluzione; per esempio, 
se cp(ar)=2 cosar, o se tf(x)-e cjr +e~ CJ: , in cui c è una costante qua- 
lunque, l’equazione è soddisfatta; però mostreremo che la sola 
soluzione ammissibile nella presente quistione è la seguente, 

c(x) = 2 cosa: (2). 

Possiamo osservare che è inutile considerare un valore di x 

maggiore di ^ , poiché le direzioni di due forze agenti in un 

punto comprenderanno sempre un angolo minore di t:; possiamo 
quindi ammettere come evidente che c(r) deve essere una quan- 
tità positiva. 

Mostreremo prima che se cp(x)-2 cosa: quando x ha un valore 
a, allora ti(x) deve essere eguale a 2 cosa - quando x ha il valore 
OL . Ct 

In (1) si pongano x e g ciascuno eguale ad - , sicché y(x + z) 
diviene eguale a 2 cos a; cosi 

¥ (l) 9 (f) = 9(0) + 2 cos a (3 >- 

Ma la risultante di due forze eguali agenti nella stessa linea 

3 
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retta è eguale a due volte ciascuna delle forze componenti; così 
9(0)=2; quindi da (3) 

? (f) 9 (§) = 2(1 + COSOt) ~ 4 C0 , *1‘ 

Quindi 9^^=+2 cos®; ma per supposizione * è minore di 
I’ 6 ® (l) ^ eve essere una quantità positiva ; cosi 

? (|) = 2cos|. 

Similmente se c(:r)=2 cosa - quando £=?, allora 9(a?)^=2 cos x 

quando x=- ; e cosi di seguito. C 03 I conchiudiamo che se 

“* a. 

<f(x)~ 2 cos x quando x—a . , allora y(x)—2e,o%x quando x =^, in 

cui n è un intero positivo qualunque. 

Dimostreremo in secondo luogo che se 9(a:)-2cosa; quando 
ar=p, e quando x-y, e quando x-%— y, allora y(x) 2 cosar quando 
x=p-hy. Da (1) 

+ 7) = <?(?) 9(Y) - <?(P “ Y> 

= 4 cos£ cos y — 2 cos(^ — y) 

= 2cos(P + y)- 

Così se (2) regge quando x=$, reggerà quando x=2$\ ciò si ot- 
tiene supponendo Y~P- Quindi se (2) regge quando x — (5 e quando 
ar=2 p, essa regge ancora quando ar=3^; e cosi di seguito; cioè, 
se (2) regge quando x~$ reggerà quando x—m$. Cosi conclu- / 

1H0L 

diamo che se (2) regge quando x~a reggerà quando x~~, in 

cui m ed n sono interi qualunque. 

Ma poiché i numeri m ed n possono essere tanto grandi quanto 

ci piace, possiamo prenderli tali che l’espressione ~ differisca 

tanto poco quanto ci piace da un qualunque valore assegnato di 
x. Possiamo quindi considerare (2) come completamente dimo- 
strata se essa regge per un valore di x diverso da zero. Ma per 

l'Art. 16, essa regge quando x=-t;, poiché allora si ha 

1 4 

<p(a*)=l— 2cos 5 “; quindi essa regge sempre. Quindi 

O 

Jl = 2P cos x. 

Se dunque le forze P sono rappresentate da linee rette con- 
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dotte dal loro punto d’applicazione, la risultante E sarà rappre- 
sentata da quella diagonale del parallelogrammo desciùtto su 
queste linee rette che passa pel ponto d’applicazione. 

In seguito, agiscano sull’ elemento M due forze disegnali P e Q 
secondo le linee rette MA ed MB\ si rappresentino le loro in- 
tensità con le linee rette MG ed 
MH prese sulle loro direzioni, e 
si completi il parallelogrammo 
MGKJI. 

In primo luogo si supponga 
A MB un angolo retto. Si tirino 
le due diagonali MK e GH, che 
s’incontrano in Z; per G ed li si 
tirino GN ed HO parallele ad 
ML , che incontrano in N ed 0 
la parallela a GH condotta per M. Allora 
GL = LH= LM. 



Quindi NL ed OL sono parallelogrammi equilateri, e quindi, 
per ciò che si è già dimostrato, la forza MG si può riguardare 
come la risultante di MN ed ML, e la forza MH come la risul- 
tante di MO ed ML. Quindi possiamo sostituire ad MG ed MH 
le forze MN, MO, e le due forze ML ; MN ed MO, essendo eguali 
ed opposte, si distruggono scambievolmente, e rimangono le due 
forze ML, le quali insieme danno una forza rappresentata in 
grandezza e direzione da MK. 



In secondo Tuogo, supponiamo che 
l’ angolo A MB non sia retto. Per G 
ed H si tirino GE ed HF perpendico- 
lari alla diagonale MK, e GN e d HO 
parallele a questa linea retta. Per M 
si conduca NMO ad angoli retti ad 
MK. Allora abbiamo GE-HF. Come 
abbiamo già dimostrato la forza MG 
si può rimpiazzare con MN ed ME, e 
la foi'za 3IH con 310 ed 31 F. Poiché 
MN ed 310 sono eguali ed opposte, es- 
se si distruggeranno scambievolmen- 
te, e rimangono MI' ed ME\ siccome 
MF=KE, abbiamo MK per la risul- 
tante in grandezza e direziono di 3IG 
ed MH. 


Quindi il Parallelogrammo delle Forze è completamente di- 
mostrato. 
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30. Daremo ora alcune semplici proposizioni per servire di 
esempi ed illustrazioni ai principii di questo Capitolo. 

I; ABC è un triangolo; B,E,F 
sono i punti medii dei lati BC, 
CA, AB rispettivamente: mo- 
strare che le forze rappresentate 
dalle linee rette AB, BE, CF sa- 
ranno in equilibrio. 

È noto che le linee rette AB, 
BE, CF concorrono in un punto. 
Dinoti G questo punto. Le tre 
forze si può supporre che agiscano in G. 

Poiché B è il punto medio di BC, il parallelogrammo descritto 
sopra AB ed AC come lati adiacenti avrà una diagonale nella 
direzione AB\ quindi due volte AD rappresenterà la risultante 
di due forze rappresentate da AB ed AC. E viceversa la forza 
rappresentata da AB si può risolvere in due forze rappresentate 
dalla metà di AB e dalla metà di A C. Similmente la forza BE 
si può risolvere nella metà di BC e la n\età di BA\ e la forza CF 
si può risolvere nella metà di CA e la metà di CB. 

Ma la forza metà di AB è eguale ed opposta alla forza metà 
di BA\ e così di seguito. Così, finalmente, le forze AB, BE, CF 
sono in equilibrio. 

II. Nella figura della proposizione precedente le forze rappre- 
sentate dalle linee rette GA , GB, GC saranno in equilibrio. 

• 

La risultante delle forze GB e GC agisce secondo GB. Quindi 
se non vi è equilibrio le tre forze GA, GB, GC hanno una ri- 
sultante agente o da A verso B o da B verso A, cioè nella linea 
retta AB. Ma nello stesso modo si può dimostrare che se le forze 
GA, GB, GC non sono in equilibrio la loro risultante deve agire 
nella linea retta BE, ed anche nella linea retta CF. Ma è im- 
possibile che la risultante agisca in tre linee rette differenti. 
Quindi le forze GA, GB, GC debbono essere in equilibrio. 

Poiché, come si può dimostrare con la Geometria, AB—ZGB, 
BE-3GE, e CF=o GF, le forze AB, BE, CF hanno tra loro 
gli stessi rapporti che le forze GB, GE, GF-, sicché la prima 
proposizione si può dedurre immediatamente dalla seconda. 

III. Tre forze rispettivamente proporzionali ai lati di un trian- 
golo agiscono nel piano del triangolo, perpendicolarmente ai suoi 
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lati e nei loro punti medii; dimostrare che se esse agiscono tutte 
verso l'interno o verso l’esterno esse saranno in equilibrio. 

Le direzioni delle forze s’incontrano in un punto, cioè, nel 
centro del cerchio circoscritto al triangolo. E l’angolo tra le di- 
rezioni di due forze è supplemento dell' angolo tra i lati corri- 
spondenti. Cosi ciascuna forza è proporzionale al seno dell'angolo 
tra le altre due. Quindi per l’Art. 19 le forze sono in equilibrio. 

IV. Tre forze rispettivamente proporzionali ai lati di un trian- 
golo agiscono nei suoi vertici secondo le perpendicolari abbas- 
sate da essi sui lati rispettivamente opposti: dimostrare che le 
forze saranno in equilibrio. . 

È noto che le perpendicolari concorrono in un punto. Quindi 
per la proposizione precedente le forze sono in equilibrio. 

V. ABC è un triangolo; H,I,K sono punti nei lati.BC, CA,AB 
rispettivamente tali che 

BIl CI AK 
HC ~ 1A~ KB' 

Dimostrare che se le forze rappresentate da All , BI, CK agi- 
scono in un punto esse saranno in equilibrio. 

Siano I), E, F i punti medii 
dei lati; e si suppongano tirate 
AB, BE, e CF. 

La forza AH si può risolvere 
nelle forze AB, BH\ la forza 
B1 nelle forze BE, EI\ e la 
forza CK nelle forze CF,FK. 
Si vegga l’ Art. 20. 

Le forze AB, BE, CF sono 
in equilibrio per la prima pro- 
posizione. 

Ed abbiamo dall’ipotesi intorno ad H, I, K, 

Bit EI _ FK 
Hc~ CA~ AB' 

sicché le forze B1I, EI, FK sono proporzionali ai lati del trian- 
golo ABC ; quindi per l’ Art. 21 esse sono in equilibrio se agi- 
scono in un punto. 

Quindi se le forze AH, BI, CK agiscono in un punto esse sono 
in equilibrio. 

Le linee rette AH, BI, CK con le loro intersezioni formano 
un triangolo; e quindi per l’Art. 19 i lati di questo triangolo 
sono proporzionali alle forze. Laonde arriviamo con principii 
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meccanici al risultato geometrico seguente: i lati del triangolo 
formato dalle intersezioni di AH, BI, CK sono proporzionali ad 
All, BI, CK rispettivamente. 

VI. Supponiamo che tre forze P, Q, li agiscano in un punto 
0, e siano in equilibrio; si descriva una circonferenza col centro 

O, e con un raggio qualunque, che tagli le direzioni delle forze 
nei punti A, B, C rispettivamente: allora saranno P, Q, li rispet- 
tivamente proporzionali alle aree dei triangoli OBC ,OCA,OAB . 

Ciò segue immediatamente dall’ Art. 19, poiché l’area di un 
triangolo è espressa dalla metà del prodotto di due lati pel seno 
dell’angolo compreso. 

VII. Supponiamo che quattro forze P, Q, li, S agiscano in un 
punto 0, e siano in equilibrio; si descriva una superficie sferica 
col centro 0, e con un raggio qualunque, che tagli le direzioni 
delle forze nei punti A,B, C, D rispettivamente: allora saranno 

P, Q, lì, S rispettivamente proporzionali ai volumi delle pira- 
midi OBOI), OCDA , ODAB, OABC. 

Si prenda 0 per origine di un sistema di assi rettangolari , 
siano x t ,y t , z t le coordinate di A; x t , y t , z * le coordinate di B\ 
e così di seguito. Allora per l’Art. 27, 

Px, + Qx* + Bx 3 + Sx t = 0, 

-fyi + Qy-t + R y 3 + Sy t = o, 

P«, + Qz 2 + Iiz 3 + Sz t = 0. 

Quindi, eliminando Q ed li, otterremo 

P_ s x M3** ~ + y* (z -i x t - + Zlixpjt - 

x t (ytZ s - y 3 z t ) + y,(z t x 3 - z 3 x t ) + z t (x t y 3 - x 3 y t ) ' 

Quindi , per mezzo dell’espressione del volume di una piramide data 
nelle opere sulla Geometria analitica a tre dimensioni, abbiamo 

P volume della piramide OBCB 
S volume della piramide OABC 

Similmente otteniamo il valore di e di 

o o 

ESEMPII. 

1. Due forze P e Q hanno una risultante li che fa un angolo 
a con P; se P si accresce di li mentre Q rimane la stessa, dimo- 

ot 

strare che la nuova risultante fa un angolo ^ con P. 
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2. Due forze nel rapporto di 2 a \/3-l, sono inclinate tra loro 
sotto un angolo di 60°; quale deve essere la direzione e la gran- 
dezza di una terza forza che produce l’ equilibrio? 

Risultato. La forza richiesta deve stare alla prima delle forze 
date come a 2; e la sua direzione prolungata fa un angolo di 
15° con quella forza. 

3. La risultante di due forze P e Q è eguale a Q\l3, e fa un 
angolo di 30° con P\ trovare P in termini di Q. 


Risultato. 0 P~ Q 0 P- 2Q-, nel primo caso 1’ angolo tra Pe Q 
è 60°, e nel secondo 120°. 


4. Se I), E, F sono i punti medii dei lati del triangolo ABC 
•ed 0 è un altro punto qualunque, dimostrare che il sistema delle 
forze rappresentate da OD, OE, OF è equivalente a quello rap- 
presentato da OA, OB, OC. 

5. La risultante di due forze è 10, una di esse è eguale ad 8, 
e la direzione dell’ altra è inclinata alla risultante sotto un an- 
golo di 36°. Trovare l’angolo fra le due forze. 

5 1 
Risultato. Sen -1 —(10 - 2\ , . r »)*. 


6. La risultante di due forze P, Q, agenti sotto un angolo 0, 
è eguale a (2m+\)^{P t ^-Q i )\ quando esse agiscono sotto un an- 
golo -t. 0, essa è eguale a (2m-l) \!(P*+Q t )\ dimostrare che 


tan 0— 


m — 1 

Ml+1 


7. Due forze F ed F' agenti secondo le diagonali di un paral- 
lelogrammo lo mantengono in equilibrio in una posizione tale 
che uno dei suoi lati è orizzontale, mostrare che 


F sec a' = F' sec a = W cosec (a 4- a'), 


in cui TV è il peso del parallelogrammo, ed a e a' sono gli an- 
goli tra le sue diagonali ed il lato orizzontale. 

8. Se un elemento è situato su di una sfera, ed è sollecitato 
da tre forze rappresentate in grandezza e direzione da tre cordo 
perpendicolari tra di loro condotte per l’elemento, esso resterà 
in equilibrio. 

9. Tre forze P, Q, R che agiscono su di un punto e lo manten- 
gono in equilibrio sono rappresentate da linee rette condotte pel 
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punto. Se P è data in grandezza e direzione, e Q solamente in 
grandezza, trovare il luogo dell’estremità della retta che rappre- 
senta la terza forza R. 

Risultato. Una sfera. 

10. Un circolo il di cui piano è verticale ha un centro di forza 
ripulsiva costante in una estremità del diametro orizzontale; 
trovare la posizione di equilibrio di un elemento nell’ interno del 
cerchio, la forza ripulsiva essendo eguale al peso dell’elemento. 

Risultato. La linea retta che congiunge l’ elemento col centro 
del circolo fa un angolo di 60° con l’orizzonte. 

11. Un elemento è posto su di una tavola levigata quadrata 
di lato a, alle distanze e„ r t , c 3 , c, dagli angoli, e ad esso sono 
legate delle funi che passano sopra carrucole levigate messe 
negli angoli e sopportano i pesi P,, P ìt P 3 , 1\\ dimostrare che 
se vi è equilibrio, 



Mostrare ancora che 



12. Due piccoli anelli scorrono sull’arco di un circolo verti- 
cale levigato; una fune passa per i due anelli, e ad essa sono 
legati tre pesi eguali, uno a ciascuna estremità ed uno tra gli 
anelli; trovare la posizione degli anelli quando essi sono in equi- 
librio. Gli anelli si suppongono senza peso. 

Risultato. Ciascuno degli anelli deve essere distante di 30° 
dal punto più alto del circolo. 

13. Le estremità di una fune senza peso sono legate a due 
anelli pesanti eguali che scorrono sopra due verghe fisse levigate, 
nello stesso piano verticale ed egualmente inclinate alla verti- 
cale; nel punto medio della fune è legato un peso eguale a due 
volte il peso di ciascun anello; trovare la posizione di equilibrio 
e la tensione della fune. 

Se il punto nel quale è legato il peso non è il punto medio 
della fune, mostrare che nella posizione di equilibrio le tensioni 
delle sue due porzioni saranno eguali. 

14. Una fune leggiera con una estremità legata ad un punto 
fisso passa sopra una carrucola nella stessa linea orizzontale col 
punto fisso e sopporta un peso che pende liberamente dall’ altra 
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sua estremità. Un anello pesante essendo legato alla fune in dif- 
ferenti luoghi tra il punto fisso e la carrucola, trovare la locale 
delle sue posizioni di equilibrio. Se il peso dell’anello è piccolo 
in paragone dell’altro peso, la locale sarà approssimativamente 
una parabola. 

15. Se due forze che agiscono secondo due corde di un circolo 
sono inversamente proporzionali alle lunghezze delle corde, la 
loro risultante passerà per l’ uno o per l’ altro dei punti d’ inter- 
sezione delle linee rette condotte per le estremità delle corde. 

16. Un elemento è in equilibrio su di un’ellisse essendo solle- 
citato dalle forze \x n , \Lij n , parallele agli assi delle x e delle y 
rispettivamente - , trovare la sua posizione di equilibrio. Spiegare 
il caso in cui »=1. 

17. Un elemento è situato sulla superficie esterna di una sfera 
fissa levigata ed è sollecitato da un centro fisso di forza posto ver- 
ticalmente al di sopra del centro della sfera, ad una distanza c da 
esso ed attraendo direttamente alla distanza. Dimostrare che 
l’ elemento sarà in equilibrio in un punto qualunque della sfera 
se il peso dell' elemento eguaglia l’ attrazione su di esso del cen- 
tro fisso di forza ad una distanza c dal medesimo. 

18. Un elemento è situato sulla superficie di un ellissoide nel 
centro del quale risiede una forza attrattiva: determinare la di- 
rezione nella quale l’elemento incomincerà a muoversi. 

/p5 yà 

19. Trovare il punto sulla superficie — ? + ^ + -r- = 1 , in cui 

a* b s c* 

un elemento attratto da una forza all’origine resterà in equilibrio. 

20. AB CD è un quadrilatero inscritto in un cerchio, e delle 
forze inversamente proporzionali ad AB, BC, AD, DC agiscono 
secondo i lati nelle direzioni indicate dalle lettere: mostrare che 
la loro risultante agisce secondo la linea retta che congiunge l’in- 
tersezione delle diagonali con l’intersezione delle tangenti al cir- 
colo in B,D. 


4 
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CAPITOLO III. 

^Risultante di due forze parallele. Coppie. 

37 . Trovare la grandezza e la direzione della risultante di due 
forze parallele che agiscono sopra un corpo rigido. 

Siano P e Q le forze; A e B i loro punti di applicazione: agi- 
scano P e Q nella stessa direzione, che fa l’angolo a con AB. 
L effetto delle forze non sarà alterato se applichiamo due forze 



eguali in grandezza ed agenti in direzioni opposte secondo la li- 
nea retta AB. Dinoti S ciascuna di queste forze, e supponiamo 
che una agisca in A e l’ altra in B. 

Allora P ed S che agiscono in A sono equivalenti ad una 
forza P' che agisce in una direzione AB' inclinata ad AP (Art. 1 7); 
e Q ed S che agiscono in B sono equivalenti ad una forza Q' che 
agisce in una direzione BQ' inclinata a BQ. 

Si prolunghino FA, Q'B sino a che s’incontrino in C, e si 
tiri CD parallela ad AP, che incontri AB in il; si supponga C 
connesso invariabilmente con AB. 

Si trasferiscano P' e Q’ in C (Art. 11), e si risolvano secondo 
CD ed una linea retta parallela ad AB] le ultime parti saranno 
ciascuna eguale ad S ma agiranno in direzioni opposte, e la 
somma delle prime è P-t- Q. Quindi B, la risultante di P e Q, è 
eguale a P+Q ed agisce parallelamente a P e Q nella linea 
retta CD. Determineremo ora il punto dove questa linea retta 
taglia AB. 

I lati del triangolo ACJD sono paralleli alle direzioni delle 
forze P, S, P'\ quindi per l’ Art. 19, 


quindi 


P CD 

£- = ^[, e similmente 

P DB a — x 

Ti — TTT = a se AB - 

Q DA x 


S DB 
Q ~ CD' 

a ed AD = x\ 


« 
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quindi - = “ - 

a P+Q' 

questo determina il punto D pel quale passa la direzione della 
risultante. Si osserverà che AB è divisa in D in segmenti che 
.sono inversamente proporzionali alle forze in A e B rispetti- 
vamente. 



Se la forza P agisce in una 
direzione opposta a quella di 
Q un simile procedimento ci 
condurrà ad 


chè si possono dedurre dalle 
formole del caso precedente 
cambiando P in — P. 

Si osserverà che AB pro- 
lungata è divisa in I) in seg- 
menti che sono inversamente 
proporzionali alle forze in A 
e B rispettivamente. 


38. Il punto D possiede questa proprietà rimarchevole: che 
comunque P e Q girino intorno ai loro punti di applicazione A 
e B, le loro direzioni rimanendo parallele, il punto 1) determi- 
nato come sopra rimane fisso. Questo punto è chiamato perciò il 
centro delle forze parallele P e Q. 

39. Se P=Q nel secondo caso dell’ Art. 37, allora 11=0 ed 
x=oo , risultato perfettamente illusorio. Esso ci mostra che il 
metodo col quale abbiamo cercato di comporre due forze paral- 
lele eguali ed opposte cade in difetto. Infatti l’aggiunta delle 
due forze S dà ancora, in questo caso, due forze parallele eguali 
ed opposte nelle loro direzioni. 

Un tale sistema di forze si chiama una Coppia. 

Investigheremo le leggi della composizione e risoluzione delle 
coppie, poiché a queste ridurremo la composizione e risoluzione 
delle forze agenti comunque su di un corpo rigido. 


• 40. Dall’ Art. 39 potremmo congetturare che due forze eguali 
agenti in direzioni parallele ed opposte non ammettono una sola 
risultante , il che si può dimostrare come segue. 

Supponiamo, se è possibile, che la sola forza 11 mantenga 
l’equilibrio con due forze, ciascuna dinotata da P, agenti in di- 
rezioni parallele ed opposte. 
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Si tiri una linea retta che incontri in A e B le direzioni delle 

forze P, e quella di E in E. 
Si faccia AD=BE, e si ap- 
plichino in D due forze T 
ed S ciascuna eguale ad E 
e parallele ad E ma in dire- 
zioni opposte-, ciò non tur- 
berà l’equilibrio. Quindi le 
cinque forze E, P, P, S, T 
sono in equilibrio. Ma poi- 
ché P, P ed E formano un 
sistema in equilibrio, sarà lo stesso per simmetria di P, P e T. 
Quindi se togliamo le ultime tre forze non turberemo l’equili- 
brio, e restano perciò E ed S che mantengono l’equilibrio. Ma 
ciò è evidentemente impossibile, poiché le forze agiscono nella 
stessa direzione. Quindi le due forze parallele P non possono es- 
sere equilibrate da una sola forza, e quindi non ammettono una 
sola risultante. 

41. Una coppia consiste di due forze eguali che agiscono in 
direzioni parallele ed opposte. 

Il braccio di una coppia è la distanza perpendicolare tra le 
direzioni delle sue forze. 

Il momento di una coppia è il prodotto di ciascuna delle sue 
forze per la loro distanza perpendicolare. 

L ’ asse di una coppia è una linea retta perpendicolare al piano 
della coppia e proporzionale in lunghezza al momento. 

Due coppie nello stesso piano possono differire rispetto alla 
direzione. Infatti supponiamo che il punto medio del braccio di 
una coppia sia fisso, e che il braccio si muova nella direzione 
secondo la quale le due forze della coppia lo spingono; vi sono 
due direzioni diverse in cui il braccio può girare. Si supponga 
tirata la perpendicolare al piano della coppia pel punto medio 
del suo braccio, in modo che ad un osservatore situato lungo que- 
sta linea retta con i piedi contro al piano, apparisca la rotazione 
che le forze imprimono al braccio aver luogo da sinistra a dritta ; 
la perpendicolare così tirata si prenderà per l’asse della coppia. 

Daremo ora tre proposizioni che mostrano come l’ effetto di 
ima coppia non è alterato quando si eseguono alcuni cambia- 
menti rispetto alla coppia. Si deve supporre in tutte queste pro- 
posizioni che un corpo rigido è in equilibrio sotto l’ azione di al- 
cune forze, includendo una coppia assegnata; e si dimostra che 
allora l’ equilibrio non sarà turbato per i cambiamenti partico- 
lari rispetto alla coppia. 
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42. L’ effetto di una coppia non è alterato se il suo braccio 
gira per un angolo qualunque intorno una sua estremità nel 
piano della coppia. 

Sia il piano del foglio il piano della coppia, AB il braccio, ed 
AB’ la sua nuova posizione; le forze P t , P t sono eguali, ed agi- 



scono sul braccio AB. In B' ed A siano applicate le forze eguali 
ed opposte P 3 , P s , P t , P # , ciascuna eguale a P, o P„ ed agenti 
ad angoli retti sopra AB’; ciò non altererà l’azione di P, e P». 

Supponiamo che BP ìt B'P 3 s’incontrino in C\ si congiunga 
AC, AC evidentemente bisega l’angolo BAB'. 

Ora P, e P 3 sono equivalenti ad una forza nella direzione CA , 
e P, e P 4 , sono equivalenti ad una forza eguale nella direzione 
AC. Quindi P,, P,, P 3) P K sono in equilibrio tra loro; quindi le 
forze rimanenti P-, P # agenti in B' , A rispettivamente produ- 
cono lo stesso effetto di P t , P, agenti in B, A rispettivamente. 
Quindi la proposizione è vera. 

Possiamo ora girare il braccio della coppia per un angolo qua- 
lunque intorno a B'\ e procedendo in questo modo possiamo tra- 
sferire la coppia in una posizione qualunque nel suo proprio piano. 

/ 

43. L’ effetto di una coppia non è alterato se trasferiamo la 
coppia in un piano qualunque parallelo al proprio, il braccio 
restando parallelo a sè stesso. 



Sia AB il braccio, A'B' la sua nuova posizione parallela ad 
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AB. Si congiungano AB' , A'B le quali si dividono scambievol- 
mente per metà in G. In A ' , B' si applichino due forze eguali ed 
opposte ciascuna eguale a P, o P ì e parallele ad esse; e siano 
queste forze P 3 ,P i ,P-,P 6 ; ciò non altererà l’effetto della coppia. 

Ma P, e I\ sono equivalenti a 2 P, agente in G nella dire- 
zione Ga parallela alla direzione di P,, e P t e P 3 sono equiva- 
lenti a 2P, agente in G nella direzione opposta Gb. 

Quindi P,, P 2 , P 3 , P t sono in equilibrio tra loro; quindi le 
forze rimanenti P 5 e P 6 agenti in A' e B' rispettivamente pro- 
ducono lo stesso effetto di P, e P 2 agenti in A e B rispettiva- 
mente. Quindi la proposizione è vera. 

44. L’ effetto di una coppia non è alterato se la rimpiazziamo 
con un’ altra coppia di cui il momento è lo stesso; il piano rima- 
nendo lo stesso ed i bracci essendo nella stessa linea retta ed 

Sia AB il braccio; siano P,P 
le forze ,e si supponga P= $4-1?; 
sia AB— a, e sia il nuovo brac- 
cio AC~b] in C si applichino 
due forze opposte ciascuna e- 
guale a Q e parallele a P; ciò 
non altererà l’ effetto della 
coppia. 

Ora B in A e Q in C si equi- 
libreranno con Q+B in B, 
se AB : BC :: Q : B, (Art. 37), 

o pure se AB : AG :: Q : Q + B, 

eioè, se Qb = P-a\ 

rimane quindi la coppia Q, Q agente sul braccio AC. Quindi la 
coppia P, P agente su di AB si può rimpiazzare con la coppia 
Q, agente su di AC, se Qb=P-a, cioè, se i loro momenti 
sono gli stessi. 

45. Dai tre ultimi Articoli apparisce che, senza alterare l’ef- 
fetto di una coppia, possiamo cambiarla in un’altra di eguale 
momento, e trasferirla in una posizione qualunque, o nel suo 
proprio piano o pure in un piano ad esso parallelo. La coppia 
deve rimanere invariata > in quanto concerne la direzione della 
rotazione che le sue forze tenderebbero a dare al braccio, sup- 
ponendo il suo punto medio fisso come nell’ Art. 41. In altri 
termini, la linea retta che abbiamo chiamata l’asse, misurata 
come si è detto in quell’ Articolo, deve sempre rimanere dalla 
stessa parie del piano della coppia. 


avendo una estremità comune. 


^P=Q + R 

i 

V 

3 

A 

1 

) 

il 



P-QIR 
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-46. Possiamo dedurre dall’ Art. 44 che le coppie si possono 
misurare con i loro momenti. Vi siano due coppie, una in cui 
ciascuna forza =P, ed una in cui ciascuna forza =Q, i bracci 
delle coppie essendo eguali ; queste coppie saranno nel rapporto 
di P a Q. Infatti supponiamo, per esempio, che P stia a Q come 
3 a 5; allora ciascuna delle forze P si può dividere in 3 forze 
eguali e ciascuna delle forze Q in 5 di tali forze eguali. Allora 
la coppia di cui ciascuna forza è P si può considerare come la 
somma di 3 coppie eguali della stessa specie, e la coppia di cui 
ciascuna forza è Q come la somma di 5 di tali coppie eguali. Gli 
effetti delle coppie saranno perciò come 3 a 5. In seguito, sup- 
poniamo i bracci delle coppie diseguali, e dinotiamoli conp e q 
rispettivamente. La coppia che ha ciascuna delle sue forze —Q 
ed il suo braccio =</ è equivalente ad una coppia che ha ciascuna 


delle sue forze = — ed il suo braccio —p, per l’ Art. 44. Le cop- 

J) (~irt 

pie sono perciò pel primo caso nel rapporto di P e — , cioè di 

P 


Pp a Qq. 


47. Inquanto all’effetto di una coppia, possiamo osservare 
che, come si dimostra nella dinamica, se una coppia agisce su di 
un corpo rigido libero essa porrà il corpo in rotazione intorno 
ad un asse che passa per un certo punto nel corpo chiamato il 
suo centro di gravità, ma non necessariamente perpendicolare al 
piano della coppia. 


48. Trovare la risultante di un numero qualunque di coppie 
agenti su di un corpo, i piani delle coppie essendo paralleli tra 
loro. 

Primieramente, si suppongano tutte le coppie trasferite nello 
stesso piano (Art.. 43); in seguito, siano esse trasferite in modo 
da avere i loro bracci nella stessa linea retta, ed una estremità 
comune (Art. 42); e finalmente, siano esse rimpiazzate da altre 
coppie aventi lo stesso braccio (Art. 44). 

Così s e P, Q, JR, sono le forze, ed 

, a, b, c, i loro bracci, 

le dovremo rimpiazzare con le seguenti forze (supponendo a il 
braccio comune), 

P-~, Q-~, lì- -, agenti col braccio a. 

a a a 6 

Quindi la loro risultante sarà una coppia di cui ciascuna forza 
eguaglia • 


# 
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P- + Q •- + R-- + . 

a a a. 

ed il braccio = a, 
o sia di cui il momento eguaglia 

P-a + Q-b + R-c + 


Quindi il momento della coppia risultante è eguale alla somma 
dei momenti delle coppie primitive. 

Se una delle coppie, come Q, Q, agisce in una direzione op- 
posta alla coppia P, P, allora la forza in ciascuna estremità del 
braccio della coppia risultante sarà 




+ R-- + 

a 


ed il momento della coppia risultante sarà 

P-a, — Q-b-\- R-c + , 

o sia la somma algebrica dei momenti delle coppie primitive; i 
momenti di quelle coppie che tendono nella direzione opposta 
alla coppia P, P essendo considerati negativi. 


49. Trovare la risultante di due coppie che non agiscono netto 
stesso piano. 

I piani delle coppie s’ interseghino secondo la linea retta AB, 



\ 

che è perpendicolare al piano della figura, le coppie sieno riferite 
al braccio comune AB, e sieno le loro forze così alterate Pe Q. 

Nel piano della figura si tirino Aa, Ab ad angoli retti ai piani 
delle coppie P, P e Q, Q-, ed eguali in lunghezza ai loro assi. 

Sia R la risultante delle forze P e Q in A, agente nella dire- 
zione AR\ e di P e Q in B agente nella direzione BR. 

Poiché AP, AQ sono parallele a J3P, BQ rispettivamente, All 
è perciò parallela a BR. 

Quindi le due coppie sono equivalenti alla sola coppia R, li 
agente sul braccio AB. 

Si tiri Ac perpendicolare al piano di R, R, e nello stesso rap- 
porto ad Aa, Ab come il momento della coppia 72, R è a quelli 


% 


Digitized by Google 


COPPIA RISULTANTE. 


33 


di jP, F e Q, Q rispettivamente. Allora Ac è l’ asse di R, R. Ora 
le tre linee rette Aa, Ac, Ab fanno tra loro gli stessi angoli che 
AP, AR, AQ fanno tra loro; inoltre esse sono nello stesso rap- 
porto in cui sono AR ■ P, AR ■ R, AR • cioè in cui sono P,R , Q. 

Ma R è la risultante di P e Q\ quindi Ac è la diagonale del 
parallelogrammo sopra Aa, Ab (si vegga l’Art. 17). 

Quindi se due linee rette, che hanno un’estremità comune, 
rappresentano gli assi di due coppie, quella diagonale del paral- 
lelogrammo descritto su queste linee rette come lati adiacenti 
che passa per la loro estremità comune rappresenta l’ asse della 
coppia risultante. 

50. Trovare la grandezza e la posizione della coppia che è la 
risultante di tre coppie agenti in piani ad angoli retti tra di loro. 

Siano AR, AC, AD gli assi delle coppie date (si vegga la fi- 
gura nell’ Art. 24). Si completi il parallelogrammo CR, e si tiri 
la diagonale AE. Allora AE è l’asse della coppia che è la risul- 
tante delle due coppie di cui gli assi sono AR, A C. Si completi 
il parallelogrammo DE, e si tiri la diagonale AF. Allora AF è 
l’asse della coppia che è la risultante delle coppie di cui gli assi 
sono AE, AD, o sia di quelle di cui gli assi sono AR, A C, AD. 

Ora AF 1 = AE'- + AD* = AR* + AC* + AD*. 

Sia tì il momento della coppia risultante; L, M, N siano quelli 
delle coppie date; 

quindi G* = L* + M * + N*\ 

e se X, jjl, v sono gli angoli che l’asse della risultante fa con 
quelli delle componenti, 

, AR L M N 

C0S l ~AF~~G' C03 I jl= g ; C0SV= G' 

51. Quindi viceversa una coppia qualunque si può rimpiazzare 
con tre coppie agenti in piani perpendicolari tra loro; i loro mo- 
menti essendo GcosX, (rcospi, Gcosv; in cui G è il momento 
della coppia data, e X, ja, v sono gli angoli che il suo asse fa con 
gli assi delle tre coppie. 

Còsi le coppie seguono, in quanto alla loro composizione e ri- 
soluzione, leggi simili a quelle che si applicano alle forze, l 'asse 
della coppia corrispondendo alla direzione della forza ed il mo- 
mento della coppia all’ intensità della forza. Quindi per esempio, 
per l’ Art. 29, la parte risoluta di una coppia risultante in una 
direzione qualunque è eguale alla somma delle parti risolute 
delle coppie componenti nella stessa direzione. 
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CAPITOLO IV. 

Risultante delle forze in un piano. Condizioni di equilibrio. 

* Momenti. 

52. Trovare la risttl tante di un numero qualunque di forze pa- 
rallele agenti su di un corpo rigido in un piano. 

Dinotino P,, P 2 , P, 

le forze. Si prenda un punto 
qualunque nel piano delle 
forze come origine e si ti- 
rino gli assi rettangolari 
Ox, Oy, l’ultimo parallelo 
alle forze. Sia A , il punto 
in cui Ox incontra la dire- 
zione di P,, e sia OA^=x t . 

Si applichino in 0 due 
forze ciascuna eguale e pa- 
rallela a P,, in direzioni 
opposte. Cosi la forza P, è 
rimpiazzata da P t in 0 se- 
condo Oy , e da una coppia 
di cui il momento è P, • ÓA, r 
cioè P, • x, . Si trasformino 
in simil modo le altre forze 
usando una simile notazio- 
ne, e l’intero sistema si ridurrà ad una forza Pi+Pj-t-P 3 + ... o 
2P secondo Oy, e ad una coppia l , t x i +P. 1 x ì -rP t! x 3 +... o ILPx nel 
piano delle forze e tendendo a girare il corpo dall’ asse delle x 
all’asse delle y. 

53. Trovare le condizioni dì equilibrio di un sistema di forze 
parallele agenti su di un corpo solido in un piano. 

Un sistema di forze parallele si può ridurre ad una sola forza 
e ad una coppia. Se nessuna di queste svanisce l’ equilibrio è 
impossibile, poiché una sola forza non può neutralizzare una 
coppia (Art. 40). Se svanisce solamente la forza l’equilibrio è 
impossibile , poiché vi rimane una coppia. Se svanisce sola- 
mente la coppia T equilibrio è impossibile, poiché vi rimane una 
forza. Quindi, per l’equilibrio è necessario che svaniscano en- 
trambe la forza e la coppia; cioè 

21P = 0 e 2P* = 0. 
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54. Il prodotto di una forza per la perpendicolare condotta 
.sulla sua direzione da un punto, si chiama il momento della forza 
rispetto a quel punto. Quindi le condizioni di equilibrio che ab- 
biamo ora ottenuto si possono enunciare così: 

Un sistema di forze parallele agenti su di un corpo rigido in 
un piano sarà in equilibrio se svanisce la somma delle forze, c 
svanisce ancora la somma dei momenti delle forze rispetto ad 
un origine nel piano. 

Viceversa, se le forze sono in equilibrio la loro somma deve 
.svanire, del pari che la somma dei loro momenti rispetto ad 
un’origine qualunque nel piano. 

La parola somma deve essere intesa algebricamente. Le forze 
che agiscono in una direzione essendo considerate positive, quelle 
che agiscono nella direzione opposta debbono essere considerate 
negative. Ancora i momenti essendo considerati positivi quando 
le coppie corrispondenti tendono a girare il corpo in una di- 
rezione, essi debbono essere considerati negativi quando le cop- 
pie corrispondenti tendono a girare il corpo nella direzione 
opposta. 


55. Quando la somma delle forze svanisce nell’ Art. 52, le 

forze si riducono ad una cop- 
pia. Quando IP non è zero, 
le forze si possono ridurre 
ad una sola risultante. In- 
fatti se ZPx— 0, allora IP 
agente in 0 è l’unica ri- 
sultante. Se ZPx non è =0, 
si trasformi la coppia in una 
nella quale ciascuna delle 
forze è eguale a IP, e per 
conseguenza, per l’ Art. 44, 

il braccio è ~ . La forza 
Li 

IP agente in A e IP agente 
secondo Oy' formino questa coppia. L’ultima forza è distrutta 
dalla forza IP secondo Oy. Quindi l’ unica risultante è IP agente 

ZPx 

in A, cioè, in un punto di cui la distanza da 0 è -=r— . 

ZdJr 



56. Trovare la risultante di un numero qualunque di forze che 
agiscono su di un corpo rigido in un piano. 

Si riferisca il sistema a due assi rettangolari Ox, Oy nel piano 
delle forze. 
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Dinotino P,, P t , P 3 , ... le forze; a,, a 2 , a 3 , ... gli angoli che 
le loro direzioni fanno con l’asse delle x\ siano x t , y, le coordi- 



nate del punto di applicazione di P,; x t , y t quelle del punto di 
applicazione di P t , e così di seguito. 

Sia A t il punto di applicazione di P,. In 0 si suppongano ap- 
plicate due forze in direzioni opposte ciascuna eguale e parallela 
a P, . Si tiri Op t perpendicolare a P X A X . 

Quindi P, agente in A, è equivalente a P, agente in 0 e ad 
una coppia di cui Op t è il braccio e ciascuna forza è P, , la quale 
tende a girare il corpo dall’asse delle x a quello delle y. Ora 

Op, = x K sen a, — y, cos a, . 

Quindi il momento della coppia è 

P, Or, sena, — y, cosa,). 

Le altre forze si possono rimpiazzare similmente. Quindi il si- 
stema è equivalente alle forze 

P,, P,, P 3 , agenti in 0, 

in direzioni parallele a quelle delle forze primitive; ed alle cop- 
pie di cui i momenti sono 

P, (ir, sena, -y, cosa,), 

P t (x t sen a, — y s cos a 2 ), 

P 3 (*, sen a 3 — y 3 cos a 3 ), 


agenti nel piano delle forze. Si troverà che ciascuna delle espres- 
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.sioni suddette dei momenti delle coppie è positiva o negativa, 
secondo che quella coppia tende a girare il corpo dall’ asse delle 
x verso quello delle y, o nella direzione contraria. 

Sia li la risultante delle forze che agiscono in 0, a l'angolo 
che R fa con l’asse delle x, e G il momento della coppia risul- 
tante; allora (per l’ Art. 22) 

R cos a = £P cos o; R sen a = £P sen a; 
e (per l’ Art. 48) 

G — £P ( x sen a — y cos a). 

Se P, cosa,=X, e P, sena,=I r 1 , ed una simile notazione si usa 
per le altre forze, le equazioni precedenti si possono scrivere 

P* = (2X)* + (Sr) 2 ; tan«=|i; 

e G = Z(Yx-Xy). 

57. Trovare le condizioni per l' equilibrio di un sistema di forze 
agenti su di un corpo rigido in un piano. 

Un sistema qualunque di forze agenti in un piano si può ri- 
durre ad una sola forza R, e ad una coppia di cui il momento è 
G. Se nò R nè G svanisce l’equilibrio è impossibile, poiché una 
sola forza non può bilanciare una coppia. Se svanisce solamente 
li l'equilibrio è impossibile, poiché vi rimane una coppia G\ se 
svanisce solamente G l’equilibrio è impossibile, poiché vi ri- 
mane una forza R. Quindi, per l'equilibrio dobbiamo avere P=0 
e £7=0. Inoltre P=0 richiede che sia £X=0 e £1=0. 

Poiché G è eguale alla somma dei momenti delle forze rispetto 
ad 0, possiamo enunciare il risultato cosi: Un sistema di forze 
agenti su di un corpo solido in un piano sarà in equilibno se le 
somme delle parti risolute delle forze parallele a due assi rettan- 
golari nel piano svaniscono, e svanisce ancora la somma dei mo- 
menti rispetto ad un’ origine nel piano. 

Viceversa, se le forze sono in equilibrio svanirà la somma 
delle parti risolute delle forze parallele ad una direzione qua- 
lunque, ed anche la somma dei momenti delle forze intorno ad 
un’origine qualunque. 

58. Se tre forze agenti in un piano mantengono un corpo ri- 
gido in equilibrio le loro direzioni o concorrono tutte in un punto 
o sono tutte parallele. 

Infatti supponiamo che due delle direzioni s’ incontrino in un 
punto, e si prenda questo punto per origine; allora il momento 
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di ciascuna di queste due forze svanisce, e l’equazione G = 0 ri- 
chiede che svanisca il momento della terza forza, cioè, la terza 
forza deve passare anche per l’origine. Quindi, se due qualun- 
que delle forze s’incontrano, la terza deve passare pel loro punto 
d'intersezione, il che dimostra la proposizione. Questa proposi- 
zione si può anche stabilire senza riferirsi all’ Art. 57, infatti 
se due delle forze s’ incontrano in un punto, esse si possono sup- 
porre agire entrambe in quel punto e possono essere rimpiazzate 
dalla loro risultante agente nello stesso punto; questa risultante 
e la terza forza debbono mantenere il corpo sul quale esse agiscono 
in equilibrio, e debbono perciò essere eguali ed opposte; cioè, la 
terza forza deve passare pel punto d’intersezione delle prime due. 

59. Se Ii—0 nell’ Art. 56, le forze si riducono ad una coppia; 
se li non è —0, le forze si possono ridurre ad una sola risultante. 

Infatti se la coppia G= 0, la forza risultante è lì agente nel- 
l’ origine. Se la coppia G non è =0, si trasformi in una che' ha 
ciascuna delle sue forze —R ed il suo braccio per conseguenza 

Q 

—— (Art. 44). Si giri questa coppia nel suo proprio piano, finché 
una delle sue forze agisca nell’origine esattamente opposta alla 



forza R, che per ipotesi agisce nell’origine. Quindi queste forze si 
distruggono scambievolmente e rimane R agente all’estremità 
del braccio lìA , in una direzione inclinata all’asse delle x sotto 

ir 

un angolo a, trovato dall’equazione tan : (Art. 56). Se 

questa direzione incontra l’ asse delle x in B, abbiamo 

riw ni G R G 

(JB = OA cosec a = — • — - — — - , 

R 1 y 14 
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e 1' equazione della linea d’ azione dell' unica risultante è 



osia x’ZY -y'ZX = l(Yx-Xy), 

x', y' essendo le coordinate variabili. 

60. Il risultato dell’ultimo Articolo si può anche ottenere 
così. Supponiamo che le forze date abbiano una sola risultante 
agente nel punto {%’ , y'), ed equivalente alle componenti X' ed 
Y' parallele agli assi delle coordinate. Ne segue che le forze 
date formeranno, con —X', —Y' agenti nel punto ( x y'), un si- 
stema in equilibrio. Quindi, per l’Alt. 57, 

£x-x' = o, sr-r' = o, g - rv + xy = o. 

Di queste tre equazioni la prima determina X', la seconda 1'', 
e la terza dà una relazione tra x' ed y', che è in fatti l’ equazione 
della linea secondo la quale agisce la risultante ed in un punto 
qualunque della quale essa si può supporre che agisca. Se £X 
e £l' svaniscono entrambe, è impossibile trovare valori di x' ed 
y' che soddisfino all’ultima delle tre equazioni, finché G non sva- 
nisce; ciò mostra che se le forze si riducono ad una coppia, è 
impossibile di trovare una sola forza equivalente ad esse. 

61. Nell’ Art. 56, abbiamo pel momento della forza P, rispetto 
all’origine l’espressione 

P, (a:, sena, — y x cosa,), 
e questo si può esprimere con 

Y i x t -X l i Jl . 

Essendo X, ed Y, le componenti rettangolari di P,, vediamo 
paragonando lo due espressioni che il momento di una forza ri- 
spetto ad un'origine qualunque è eguale alla somma algebrica 
dei momenti delle sue componenti rettangolari rispetto alla stessa 
origine. (Si vegga l’Art. 54). Vi sono molti di questi teoremi 
relativi ai momenti, e la dimostrazione di alcuni tra essi è faci- 
litata dall’ osservare che secondo la definizione del momento, 
esso si può rappresentare geometricamente col doppio dell’ urea 
del triangolo che ha per base la linea retta che rappresenta la 
forza e per vertice il punto rispetto al quale si prendono i mo- 
menti. Per esempio, possiamo dimostrare il teorema che abbia- 
mo già dedotto. , 


-» 
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62. La somma algebrica dei momenti di due forse componenti 
rispetto ad un punto qualunque nel piano che contiene le due 
forse è eguale al momento della loro risultante. 

Rappresentino AB, AC due forze componenti; si completi il 

parallelogrammo e si tiri la 
diagonale AD che rappresen- 
ta la forza risultante. 

(1) Cada il punto 0, ri- 
spetto al quale si debbono 
prendere i momenti, fuori 
dell’angolo BAC e di quello 
che gli è verticalmente oppo- 
sto. Si congiungano OA, OB, 
OC, OD. 

Il triangolo OA C che ha per base AC e per altezza la perpen- 
dicolare da 0 su di A C è equivalente ad un triangolo che ha per 
base A C e per altezza la pei’pendicolare da B su di A C, insieme 
con un triangolo che ha per base BD e per altezza la perpendi- 
colare da 0 su di BD. Questo è chiaro poiché BD è eguale e pa- 
rallela ad AC, e la perpendicolare da 0 su di AC è eguale alla 
perpendicolare da 0 su di BD insieme con la perpendicolare da 
B su di A C. Quindi abbiamo 

\AOC = \BOD + XACD. 

Quindi, aggiungendo il triangolo AOB, abbiamo 

àAOC+ \AOB = XBOD+ lABD-t A AOB = \AOD-, 

cioè, il momento di AC + il momento di AB — al momento 
di AD. 

(2) Cada 0 dentro l’angolo BAC o. nell’ angolo verticalmente 
opposto. 

\AOC = A ABD - A BOD 
= SAOB + 1AOD. 

Quindi 

1AOD— 1AOC — 1AOB-, 

cioè, il momento di AD = al mo- 
mento di A C — il momento di AB. 
Siccome i momenti di A C ed A lì 
intorno ad 0 sono ora di caratteri opposti, il momento della ri- 
sultante è sempre eguale alla somma algebrica dei momenti delle 
componenti. 

La proposizione si può anche dimostrare prontamente nel caso 
in cui le due forze qomponenti sono parallele', si vegga l’Art. 37. 
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63. Più forze sono rappresentate in grandezza e posizione dai 
lati di un poligono piano presi in ordine; trovare la risultante. 

Rappresentino i lati della figura ABCDEF le forze in gran- 
dezza e posizione; la prima forza essendo supposta agire nella 



linea retta AB da A verso B, la seconda nella linea retta BC 
da B verso C, e eosì di seguito. 

Come nell’ Art. 56, le forze possono essere rimpiazzate da una 
forza risultante in un’origine arbitraria 0 e da una coppia. La 
prima è composta da tutte le forze AB, BC, ... trasportate pa- 
rallelamente a loro stesse in 0\ la risultante per conseguenza 
svanisce per l'Art. 21. 

Il momento della coppia risultante è la somma dei momenti 
delle coppie componenti, ed è perciò rappresentato dal doppio 
del triangolo AOB -f il doppio del triangolo BOC + ... ; cioè, 
dal doppio dell’ urea del poligono. Quindi le forze si riducono ad 
una coppia risultante misurata dal doppio dell’area del poligono. 

Possiamo osservare che la somma algebrica dei momenti delle 
due forze che formano una coppia è la stessa qualunque sia il 
punto rispetto al quale si prende; essa è in fatti eguale al mo- 
mento della coppia. 

64. Se si vuole la somma dei momenti delle forze P t ,P t ,P 3 ,... 
rispetto ad un punto di cui le coordinate sono h,k invece dell’ori- 
gine, dobbiamo nell’espressione di G, nell’ Art. 56, porre x t —h, 
x t — per x t , a 1 *,... rispettivamente, ed y t —k, y t —k,... per y t , 
?/ 2 ,... rispettivamente. Quindi, dinotando il risultato con G i , 
abbiamo 

G, = 1 1 Y(x — h) - X(y - k) ! 

= kZX - hi Y + l(Yx - Xy) 

= A £ X - h £ Y+ G. 

6 


Digitized by Google 



42 


MOMENTO DELLE FORZE. 


Quindi il yalore di Gr, dipende in generale dalla posizione del 
punto rispetto al quale prendiamo i momenti. Se, però, 

k I X — h I r= ad una costante, 

cioè, se il punto (ìi, k) si muove lungo una linea retta qualun- 
que parallela alla direzione della forza risultante R, allora Gr, 
rimane invariato. 

Se vi sono tre punti diversi rispetto ai quali la somma dei mo- 
menti svanisce, abbiamo tre equazioni 

*, ZX-h, ZY+ G — 0, 

k t ZX-h t ZY+ G = 0, 

k 3 ZX-h a ZY+ G — 0. 

Quindi deduciamo 

(*,-*,) £X = (A ,-/<„) 2 1', 

(k t -k a )ZX = (h a -h a )ZY. 

A meno che il punto (/ il punto (7/ 2 ,à* 2 ) , ed il punto (// 3 ,k :ì ) 
non siano per dritto, è impossibile che 



dobbiamo quindi avere 

IX = 0, ir=0, G — 0. 

Quindi se la somma dei momenti di un sistema Ili forze in un 
piano svanisce rispetto a tre punti nel piano non in linea retta, 
quel sistema è in equilibrio. 

Quando un sistema di forze in un piano si può ridurre ad una 
sola risultante, abbiamo trovato nell' Art. 59 che l’equazione 
della direzione della risultante è 

x'ZY-y'ZX = Z(Yx-Xy). 

Questa si può scrivere 

£{r ( *'-*)-X(y'-||)}=0. 

Così l’ equazione della direzione della risultante determina in 
fatti il luogo dei punti per i quali la somma algebrica dei mo- 
menti delle forze è zero. 

65. Finora abbiamo supposto i nostri assi rettangolari. Se essi 
sono obliqui ed inclinati sotto un angolo w, possiamo mostrare, 
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come nell’ Art. 56, che un sistema di forze in un piano si può 
ridurre a EX secondo l’asse delle x, 2.Y secóndo 1’ asse delle y, 
e ad una coppia di cui il momento è senwE(Iic -Xy). L’ultima 
parte si otterrà facilmente, poiché il momento della forza 1\ è 
equivalente alla somma algebrica dei momenti delle sue compo- 
nenti X, ed Y t \ e la perpendicolare dall’origine sulla prima è 
y, senio, e sulla seconda x t senio. 

Le condizioni per l’equilibrio sono, come sopra, 

EX = 0, E Y= 0, E (Yx — Xy) = 0. 

Gli Esempii seguenti si possono risolvere per mezzo dei prin- 
cipii dati negli Articoli precedenti. Quando nella quistione en- 
trano diversi corpi rigidi, le equazioni dell’ Art. 57 debbono reg- 
gere rispetto a ciascuno, affinchè vi possa essere equilibrio. Nei 
casi in cui solamente (re forze agiscono sopra un corpo, è spesso 
conveniente di usare la proposizione dell’ Art. 58. Siccome per 
l’ Art. 57 i momenti delle forze rispetto ad un’origine qualunque 
debbono svanire, possiamo, se ci piace, prendere diverse origini 
e formare le equazioni corrispondenti per ciascuna. Si vegga 
l’-Art. 64. 

In alcuni degli Esempii anticipiamo i risultati dei Capitoli se- 
guenti in quanto supponiamo che il peso di ciascun corpo agisca 
in un punto definito e conosciuto, che è il centro di gravità del 
corpo. Quando due corpi sono in contatto si ammette che qua- 
lunque forza l'uno eserciti sull’altro quest’ultimo eserciti una 
forza eguale ed opposta sul primo; se i corpi sono levigati questa 
forza agisce nella direzione della normale comune alle superficie 
nel punto di contatto. 

Nel cercare di risolvere i problemi lo studente troverà conve- 
niente quando il sistema contiene più di un corpo di limitare la 
sua attenzione ad uno per volta di quei corpi che sono capaci di 
movimento, e di prendere accuratamente in considerazione tutte 
le forze che agiscono su quel corpo. Quando i corpi sono a con- 
tatto si dovrà adoperare una lettera per dinotare la forza scam- 
bievole fra di essi, e la grandezza di questa forza si deve trovare 
per mezzo delle equazioni di equilibrio del corpo o dei corpi che * 
sono capaci di movimento. E quando due dei corpi sono congiunti 
da una fune si dovrà adoperare una lettera per dinotare la ten- 
sione della fune, e la grandezza della tensione si deve trovare 
dalle condizioni di equilibrio del corpo o dei corpi che sono ca- 
paci di movimento. I principianti cadono spesso in errore sup- 
ponendo dei valori inesatti per le tensioni delle funi e per le 
azioni scambievoli tra i corpi a contatto, invece di determinare 
i valori esatti dalle equazioni di equilibrio. 
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Daremo qui gli enunciati di due proposizioni (di facile dimo- 
strazione) rispetto a forze agenti in un piano, che danno impor- 
tanti risultati. 

I. Più forze agiscono nei punti medii dei lati di un poligono 
rigido nel piano del poligono; le forze agiscono ad angoli retti 
sui lati, e sono in grandezza rispettivamente proporzionali ai 
lati: le forze saranno in equilibrio se esse agiscono tutte verso 
dentro o verso fuori. 

II. Delle verghe rigide senza peso sono congiunte insieme alle 
loro estremità da gangheri levigati, in modo da formare un po- 
ligono piano. Delle forze agiscono nei punti medii dei lati del 
poligono nel piano del poligono; le forze agiscono ad angoli retti 
sui lati, e sono in grandezza rispettivamente proporzionali ai 
lati; se le forze agiscono tutte verso dentro o verso fuori, nel 
qual caso vi è equilibrio,' si potrà circoscrivere un cerchio al 
poligono. 

ESEMPII. 

1. ABCD è un quadrilatero ed è sollecitato da forze rappre- 
sentate in grandezza e direzione da AB, Al ), C'B, CI)\ mostrare 
che la risultante coincide in direzione con la linea retta che con- 
giunge i punti medii delle diagonali AC, BD, ed è rappresentata 
in grandezza da quattro volte questa linea retta. 

2. Delle forze con intensità proporzionali ai lati di un trian- 
golo isoscele agiscono secondo i lati del triangolo, quelle die 
agiscono secondo i lati eguali tendendo dal vertice; trovare la 
grandezza e la posizione della loro risultante. 

Umiliato. La risultante richiesta è rappresentata da una linea 
retta che passa pel punto medio della base del triangolo, è pa- 
rallela ad uno dei lati, ed è in lunghezza il doppio di quel lato. 

3. L'estremità superiore di una verga pesante uniforme pog- 
gia contro un muro verticale levigato; un capo di una fune è le- 
gato aH’estrernità inferiore della verga e l’altro capo della fune 
è legato al muro; essendo data là posizione della verga, trovare 
il punto del muro al quale deve essere legata la fune, affinchè la 
verga sia in equilibrio. 

4. Una verga pesante uniforme è situata a traverso di un can- 
cello orizzontale levigato, e poggia con una estremità contro un 

muro verticale levigato, di cui la distanza dal cancello è — dellu 

lunghezza della verga; trovare la posizione di equilibrio. 
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Risultalo. La verga fa un angolo di 60° con l'orizzonte. 

5. ABC è una lamina triangolare; AD, BE, CF sono le per- 
pendicolari sui lati, e le forze rappresentate dalle linee rette 
lì D, CD, CE, AE,AF,BF sono applicate alla lamina; mostrare 
che la loro risultante passerà pel centro del cerchio circoscritto 
al triangolò. 

G. AB, AC sono due travi eguali connesse da un ganghero in 
A, e da una fune che congiunge le estremità B e C: AB è fissa 
verticalmente ed una sfera di dato peso e raggio è sostenuta tra 
le due travi: trovare la pressione della sfera su ciascuna trave, 
e la tensione della fune. 

7. Una lamina ellittica è sollecitata nelle estremità di una 
coppia di diametri coniugati da forze nel suo proprio piano ten- 
dendo verso fuori, e normali al suo contorno: mostrare che vi 
sarà equilibrio se la forza nell’estremità di ciascun diametro è 
proporzionale al diametro coniugato. 

8. Una sfera pesante pende da una caviglia per mezzo di una 
fune di lunghezza eguale al raggio, e poggia contro un’ altra ca- 
viglia verticalmente uF di sotto della prima, la distanza tra le 
due essendo eguale al diametro. Trovare la tensione della fune 
e la pressione sulla caviglia inferiore. 

Risultati. La tensione è eguale al peso della sfera e la pres- 
sione alla metà del peso della sfera. 

9. Due verghe eguali senza peso sono connesse nei loro punti, 
ntedii dà un perno che permette libero movimento in un piano ver- 
ticale; esse poggiano sopra un piano orizzontale, e le loro estre- 
mità superiori sono connesse da un filo che porta un peso. Mo- 
strare che il peso resterà alla metà della distanza tra il perno e 
la linea orizzontale che congiunge le estremità superiori delle 
verghe. 

10. Due dischi circolari eguali con orli levigati, situali sulle 
loro facce spianate nell’angolo tra due piani verticali levigati 
inclinati sotto un dato angolo, si toccano scambievolmente nella 
linea retta che biseca l’angolo. Trovare il raggio del minimo 
disco che si può premere contro di loro senza che essi si separino. 

11. Una tavola semicircolare spianata col suo piano verticale 
e l’orlo curvilineo in sopra poggia sopra un piano orizzontale 
levigato, ed è premuta in due punti dati della sua circonferenza 
da due travi che scorrono in tubi verticali levigati; trovare il 
rapporto tra i pesi delle travi affinchè la tavola sia in equilibrio. 
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12. Due cilindri levigati di raggi eguali vanno esattamente 
tra due muri verticali paralleli, e poggiano sopra un piano oriz- 
zontale levigato senza premere contro i muri; se si pone un terzo 
cilindro al di sopra di essi, trovare la pressione che ne risulta 
contro ciascuno dei muri. 

13. Un anello circolare levigato poggia su due caviglie non 
nello stesso piano orizzontale; trovare la pressione sopra ciascuna 
caviglia. 

14. Due sfere sono sostenuto da funi legate ad un dato punto, 
e poggiano 1’ una contro l’altra; trovare le tensioni delle funi. 

15. Due sfere eguali levigate, congiunte da una fune, sono 
collocate sulla superficie di un cilindro, la fune essendo così 
corta da non toccare il cilindro; determinare la posizione di equi- 
librio e la tensione della fune. 

16. Un poligono regolare pesante è attaccato ad un muro ver- 
ticale levigato per mezzo di una fune che è legata al punto medio 
di uno dei suoi lati; il piano del poligono è verticale e perpen- 
dicolare al muro, ed una delle estremità del lato al quale è le- 
gata la fune poggia contro il muro; mostrare che qualunque sia 
la lunghezza della fune quando il poligono è in equilibrio, la 
tensione della fune e la pressione sul muro sono costanti. 

17. Una verga rettilinea senza peso è situata tra due caviglie, 
e le forze P e Q agiscono nelle gue estremità in direzioni paral- 
lele inclinate alla verga; si cercano le condizioni nelle quali la 
verga sarà in equilibrio e le pressioni sulle caviglie. 

18. Le forze P, Q, 11, S agiscono secondo i lati di un rettan- 
golo; trovare la direzione della forza risultante.. 

19. Due pesi P, P sono attaccati alle estremità di due funi 
che passano sulla stessa caviglia levigata ed hanno le loro altre 
estremità legate alle estremità di una trave AB, il peso della 
quale è W\ mostrare che l’inclinazione della trave all'orizzonte è 

— tan — — ^tana); a, b essendo le distanze del centro di gra- 
\a+b / qjz 

vita della trave dalle sue estremità, e sena--^„. 


20. Un quadrato è situato col suo piano verticale tra due-pie-' 
cole caviglie che sono nella stessa linea orizzontale; mostrare 
che esso sarà in equilibrio quando l’ inclinazione di uno dei suoi 

1 a 2 -c- 

orli all’orizzonte è=rsen 1 — ; — , 2<z essendo la lunghezza di 

2 r* 

un lato del quadrato, e c la distanza tra le caviglie. Mostrare 
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che l'equilibrio non sarà alterato dall’ applicazione di una forza 
qualunque che biseca la linea retta che congiunge le caviglie e 
passa per il punto più basso del quadrato. 

21. Un capo di una fune è fisso all’ estremità di una verga uni- 
forme levigata, e l’ altro ad Un anello senza peso che passa sulla 
verga, e la fune è sospesa sopra una caviglia levigata. Deter- 
minare la minima lunghezza della fune per la quale l’ equilibrio 
è possibile, e mostrare che l’ inclinazione della verga alla verti- 
cale non può essere minore di 45°. 

22. Una fune lunga 9 piedi ha un capo legato all’estremità di 
una verga pesante uniforme levigata e lunga due piedi, ed all’al- 
tro capo porta un anello senza peso che scorre sulla verga. La 
verga è sospesa per mezzo della corda da una caviglia levigata; 
mostrare che se 0 è l’angolo che la verga fa con l’orizzonte, 
allora 

_ 1 4 
tan 9 = 3 *-8”®. 

23. Un quadrato poggia col suo piano perpendicolare ad un 
muro levigato, un angolo essendo attaccato ad un punto nel muro 
per mezzo di una fune di cui la lunghezza è eguale ad un lato 
del quadrato; mostrare che le distanze di tre dei suoi vertici dal - 
muro sono come 1, 3, e 4. 

24. Un’estremità di una trave, di cui il peso è W, è posta 
sopra un piano orizzontale levigato; l’altra estremità, alla quale 
è legata una fune, poggia contro un altro piano levigato incli- 
nato all’orizzonte sotto un angolo a; la fune passando sopranna 
carrucola alla sommità del piano inclinato pende verticalmente, 
sopportando un peso P. Mostrare che la trave sarà in equilibrio 
in tutte le posizioni se ha luogo una certa relazione fra P, IV, ed a. 

25. Se un peso pende da una estremità di una verga mobile 
intorno all - altra estremità A, che rimane fissa, ed una fune di 
data lunghezza è legata ad un punto qualunque B della verga, 
ed anche ad un punto fisso C al di sopra di A, e nella stessa li- 
nea verticale con esso, allora la tensione della fune varia inver- 
samente come la distanza .4P. 

26. Un’estremità di una trave uniforme è situata sul suolo 
contro un ostacolo fisso, ed all’altra estremità è legata una fune 
che va in direzione orizzontale ad un punto fisso nella stessa li- 
nea verticale con l’ostacolo, e passando liberamente su di esso 
è tenuta in tensione da un peso W sospeso alla sua estremità, la 
trave essendo cosi tenuta in equilibrio sotto l’ inclinazione di 45" 
all’ orizzonte. Mostrare che se la fune fosse legata al centro in- 
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vece che all’estremo della trave, e passasse sullo stesso punto 
fisso, un peso -\/21V terrebbe la trave nella stessa posizione. 

27. Due travi eguali AB, AC connesse da un ganghero in A 
sono situate in un piano verticale poggiando con le loro estre- 
mità B, C sopra un piano orizzontale: s’impedisce la loro caduta 
per mezzo di funi che congiungono B e C con i punti medii dei 
lati opposti; mostrare che il rapporto della tensione di ciascuna 
fune al peso di ciascuna trave 

= jj i](8 cot 1 0 + eosec* 0), 

h essendo l’inclinazione di ciascuna trave all’ orizzonte. 

28. Un capo di una fune è attaccato ad una trave nel punto 
B, e l’ altro capo è legato al punto più alto A di una sfera fissa 
di raggio r. Se i punti di contatto della trave e della fune trise- 
cano il quadrante AC, mostrare che la distanza tra B ed il cen- 
tro di gravità della trave deve essere 2r(2-\j3). 

29. Una verga pesante può girare liberamente intorno ad un 
ganghero fisso in una estremità, e porta un anello pesante che è 
attaccato ad un punto fisso nello stesso piano orizzontale col gan- 
ghero per mezzo di una fune di lunghezza eguale alla distanza 
tra il punto ed il ganghero. Trovare la posizione in cui la verga 
sarà in equilibrio. 

30. Due travi pesanti eguali di sufficiente lunghezza, e con- 
nesse da un ganghero, sono sostenute da due caviglie levigate 
nella stessa linea orizzontale; una sfera è situata tra loro, deter- 
minare la posizione di equilibrio. 

31. Le forze P, Q, Ti agisfono secondo i lati BC, CA, AB di 
un triangolo, e la loro risultante passa per i centri dei cerchi 
l’uno iscritto e l’ altro circoscritto al triangolo: mostrare che 

P : Q : R :: cos B — cos C : cos C — cos ^4 : cos A - cos B. 

•32. Trovare la posizione di equilibrio di una trave uniforme 
che in un piano verticale preme con una estremità contro un 
muro verticale, e l’altra estremità è sostenuta dall’ arco convesso 
di una parabola verticale col vertice nel piede del muro e l’asse 
orizzontale. 

33. Una trave uniforme PQ data di peso e di lunghezza resta 
a contatto con un circolo verticale fisso di cui il diametro verti- 
cale è AB, in modo tale che le funi AP, BQ attaccate alla trave 
ed al circolo sono tangenti al circolo nei punti A e B. Trovare 
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le tensioni delle funi, e mostrare che le condizioni del problema 
richiedono che l’inclinazione della trave alla verticale sia mi- 
yJò—\ 

nore di sen — . 

A 

34. Mostrare che nessuna verga uniforme può posare in parte 
dentro ed in parte fuori di una coppa emisferica fissa levigata 

sotto un’inclinazione all'orizzonte maggiore di sen - *— 3 . 

V 3 

35. I lati di un poligono piano rigido sono sollecitati da forze 
ad angoli retti su i lati e proporzionali ad essi in grandezza, 
tutte le forze agendo nel piano del poligono, ed essendo dirette 
all' indentro; inoltre i lati presi nello stesso ordine sono divisi 
dai punti di applicazione nel rapporto costante di p a q\ mostrare 
che il sistema delle forze è equivalente ad una coppia di cui il 
momento è 

2 {p + q) “ ’ 

dove \).a rappresenta la forza applicata ad ogni lato n del poligono. 
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CAPITOLO V. 

Forze in piani diversi. 

66. Trovare la grandezza e la direzione della risultante di un 
numero qualunque di forze parallele agenti su di un corpo rigido, 
e determinare il centro delle forze parallele. 

Siano riferiti i punti di applicazione delle forze ad un sistema 



di assi coordinati rettangolari. Siano »»,, i punti di appli- 
cazione; siano y t , z t , le coordinate del primo punto, x t ,y t ,e t , 
quelle del secondo, e cosi di seguito; siano P,,P 2 ,... le forze che 
agiscono in questi punti, essendo considerate positive quelle che 
agiscono nella direzione di P,, e negative quelle che agiscono 
nella direzione opposta. 

Si congiunga mi, m t \ e si prenda il punto m sopra «i, m t in 
modo che 

P, 

m ' m= p \ + p t ■ 

allora la risultante di P, e P, è P,4-P 2 , ed agisce per m paral- 
lelamente a P, (Art. 37). 

Si tirino m x a, mb, m t c perpendicolari al piano delle (x,y), che 
incontrino quel piano in a, b, c; si tiri m t de parallela ad abe che 
incontri mb in d ed m 2 c in e. Allora, per i triangoli simili, 

»»,«» md _ mb — z t 
m i m ì m t e ~ z t — z x ’ 
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quindi 


quindi 


mb 


z. - 


J\ + Pt 


(* t - *») ; 


mb — 


1\ z t + P t z i 
P< + Pi ' 


Questa dà l’ordinata parallela all’asse delle z del punto di ap- 
plicazione della risultante di P, e P,. 

Allora supponendo P, e P 2 rimpiazzate da P,+P 2 agente in m, 
la risultante di 1\+P Ì eP 3 è P t +P t +P 3 , e l’ordinata del suo 
punto di applicazione 


_ (Pt + Pj)mb + P 3 e 3 _ P t z t + P t z 9 + P 3 z 3 
P t + P ì + P, P, + P t + P 3 ’ 

e questo procedimento si può estendere ad un numero qualunque 
di forze parallele. Dinoti E la forza risultante e z' l’ ordinata 
del suo punto di applicazione; allora 


R = ZP, z' = 


IPz 
ZP ' 


Similmente, se x', y' sono le altre coordinate del punto di ap- 
plicazione della risultante, 

, _ ZPx , _ ZPy 
X ~ ZP ; y " ZP' 

I valori di x',y',z' sono indipendenti dagli angoli che le direzioni 
delle forze fanno con gli assi. Quindi se queste direzioni girano 
intorno ai punti di applicazione delle forze, conservando il loro 
parallelismo, il punto di applicazione della risultante non si cam- 
bierà. Per questa ragione questo punto si chiama il centro delle 
forze parallele. 


67. Il momento di una forza rispetto ad un piano è il prodotto 
della forza per la distanza perpendicolare del suo punto di ap- 
plicazione dal piano. 

In conseguenza di questa definizione, le equazioni per deter- 
minare la posizione del centro delle forze parallele mostrano che 
la somma dei momenti di un numero qualunque di forze parallele 
rispetto ad un piano qualunque è eguale al momento della loro 
risultante. 


68. Se le forze parallele agiscono tutte nella stessa direziono 
1’ espressione ZP non può svanire; quindi i valori delle coordi- 
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nate del centro delle forze parallele trovati nell’ Art. 66 non pos- 
sono diventare infiniti o indeterminati, e siamo certi che il cen- 
tro esiste. Ma se alcune delle forze sono positive ed altre negati- 
ve, 5 P può svanire, ed i risultati dell’ Art. 66 diventare cosi illu- 
sorii. In questo caso, poiché la somma delle forze positive è eguale 
alla somma delle forze negative, la risultante delle prime sarà 
eguale alla risultante delle seconde. Quindi la risultante dell’in- 
tero sistema di forze è una copino , a meno che la risultante delle 
forze positive non si trovi giacere nella stessa linea retta con la 
risultante delle forze negative. 

Daremo un altro metodo per ridurre un sistema di forze pa- 
rallele. 

69. Trovare la risultante di un sistema di forze parallele che 
agiscono su di un corpo rigido. 

Dinotino P t , P 4 ,... le forze. Si prenda l’asse delle z parallelo 
alle forze. Il piano delle (x,y) incontri la direzione di P, in 21f,, 
e si suppongano x t , y, le coordinate di questo punto. 

Si tiri ilfjJV, perpendicolare all’ asse delle x e che lo incontri 
in N t . Nell’origine 0, ed anche in N,, si applichino due forze 
ciascuna eguale e parallela a P, ed in direzioni opposte. Quindi 
la forza P, in M { è equivalente al seguente sistema, 

(1) P, in 0; 

(2) una coppia formata da P, in M t e P, in N,: . 

(3) una coppia formata da P, in N t e P, in 0. 



Il momento della prima coppia è P,y v e questa coppia, senza 
alterare il suo effetto, può essere trasferita nel piano delle (y,z), 
che c parallelo al suo piano primitivo. Il momento della seconda 
coppia è P,j r,, e la coppia è nel piano delle ( x,z ). 
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Se effettuiamo una simile trasformazione di tutte le forze, ab- 
biamo, come risultante del sistema il sistema seguente, 

(1) una forza ZP agente in 0\ 

(2) una coppia ZPy nel piano delle (^, 2 ); 

(3) una coppia ZPx nel piano delle ( x,z ). 

La prima coppia tende a girare il corpo dall’asse delle y a 
quello delle 2 , e la seconda dall’asse delle x a quello delle 2 . 
Possiamo perciò prendere Ox come asse della prima coppia se- 
condo la definizione nell* Art. 41. Per la seconda coppia, però, 
dobbiamo 0 prendere Oy' come asse, 0 considerarla come una 
coppia che gira da 2 ad x, di cui il momento è —ZPx e l’ asse Oy. 
Adottando l’ultimo metodo, possiamo rimpiazzare le due coppie 
con una sola coppia di cui il momento è G, dove 

G * = (ZPx) 1 + (ZPy )«, 

e l’asse è inclinato all’asse delle x sotto un angolo a dato dalle 
equazioni 

ZPy - ZPx 

cos a — — — - ; sen a = — — — . 

(t (j 

70. Trovare le condizioni di equilibrio di un sistema di forze 
parallele agenti su di un corpo solido. 

Un sistema di forze parallele si può sempre ridurre ad una 
sola forza e ad una coppia. Poiché queste non si possono bilan- 
ciare, e nessuna di esse isolatamente può mantenere l’ equilibrio, 
esse debbono svanire entrambe. Cioè, 

ZP = 0 , e G = 0; 

l’ ultima richiede che 

ZPx — 0, e ZPy = Q. 

Quindi un sistema di forze parallele agenti su di un corpo ri- 
gido sarà in equilibrio se svanisce la somma delle forze , c sva- 
nisce anche la somma dei momenti rispetto a due piani perpen- 
dicolari tra loro e paralleli alle forze. 

Viceversa, se le forze sono in equilibrio svanirà la somma 
delle forze, ed anche la somma dei momenti rispetto a due piani 
qualunque perpendicolari tra loro e paralleli Alle forze. 

71. Quando ZP= 0, le forze si riducono ad una coppia di cui 
il momento è G. Quando ZP non è =0, le forze si possono sem- 
pre ridurre ad una sola forza; questo si è già veduto nell’Art . 66, 
c s i può anche dimostrare cosi. Le forze si ridurranno ad una 
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risultante R agente nel punto ( x' ,y '), parallela alle forze primi- 
tive, purché una forza — R agente in questo punto mantenga con 
le forze date l’equilibrio. Per ciò le condizioni necessarie e suf- 
ficienti sono, per l’Art. 70, 

IP-R = 0, lPx-Rx' = 0, lPy-Rij' = 0. 

Quindi R-1P, x'-—, V =-yjT- 

Questi risultati sono d’accordo con quelli dell’ Art. 66. 

72. Trovare le risultanti di un numero qualunque di forze 
agenti su di un corpo rigido con direzioni qualunque. 

Siano le forze riferite a tre assi rettangolari Ox, Oy, Oz\ si 
suppongano P ( , P,, P 3 , ... le forze; siano ar, , y t , s, le coordinate 
del punto di applicazione di P, : x t , y it s* le coordinate del punto 
di applicazione di P t ; e così di seguito. 

Sia A , il punto di applicazione di P,; si risolva P, nelle com- 



ponenti X„r„Z„ parallele agli assi coordinati. La direzione di 
Z , incontri il piano delle (x,y) in Af,, e si tiri M t N t perpendi- 
colare ad Ox. Si applichino in N t ed anche in 0 due forze cia- 
scuna eguale e parallela a Z t , ed in direzioni opposte. Quindi Z, 
in A, o in Af, è equivalente a Z t in 0, e a due coppie, la prima 
che ha il suo momento =Z t N t M t , e si può supporre agire nel 
piano delle ( y,z), e la seconda che ha il suo momento =Z, • ON , 
ed agisce nel piano delle ( z,x ). 

Considereremo come positive quelle coppie che tendono a gi- 
rare il corpo intorno l’ asse delle x da y a z, come anche quelle 
che tendono a girare il corpo intorno l’asse delle y da z ad x, e 
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quelle che tendono a girare il corpo intorno l’ asse delle z da 
a; ad y. 

Quindi Z, è rimpiazzata da Z, in 0, una coppia Z,y, nel piano 
delle ( y,z ), ed una coppia —Z t x, nel piano delle (z,x). Similmente 
X , può essere rimpiazzata da X, in 0, una coppia X { z t nel piano 
delle (z, x), ed una coppia -X x y t nel piano delle (x,y). Ed Y t può 
essere rimpiazzata da Y t in 0, una coppia Y x x { nel piano delle 
(x ,y), ed una coppia —Y x z t nel piano delle (y,z). Quindi la forza 
JP, può essere rimpiazzata da X,, X,, Z, agenti in 0, e le coppie 
di cui i momenti sono, per l’Art. 48, 

Z t y t — Y t z t nel piano delle (y,z), 

X|£ ( Z t x t (z,x), 

Y t x t -X t y t (x,y). 

Con una simile risoluzione di tutte le forze le rimpiazzeremo con 
le forze 

IX, ZY, ZZ, 


agenti in 0 secondo gli assi, e le coppie 


Z(Zy - Yz) ■— L supponiamo, nel piano delle (y,z), 


Z (Xz — Zx) = M , (g t z), 

Z(Yx — Xy) — N , (a;, 20- 


Sia R la risultante delle forze che agiscono in 0; e siano a,b,c 
gli angoli che la sua direzione fa con gli assi; allora, per l'Art.24, 

& = (£X)* + (ZY)* + (ZZ)*, 


cosa = 


ZX 
R ’ 


cos b = 


ZY 
R ’ 


cose 


ZZ 

R' 


Sia G il momento della coppia risultante delle tre coppie L, 
M, N\ e siano X, [A, v gli angoli che il suo asse fa con gli assi 
coordinati; allora, per l’Art. 50, 


G t = IJ + A* 2 + N*, 

, L M ' N 

C0sX=— , C0S[Z = -^-, cosv = -^. 


La convenzione adottata in questo Articolo per distinguere i 
segni delle coppie è d’accordo con quella nell’ Art. 41 quando 
gli assi delle x, y, e z sono condotti come nella presente figura, 
ma le convenzioni non coincideranno necessariamente se la fi- 
gura è modificata; per esempio, se gli assi delle y e delle z si 
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ritengono come nella figura, ma la parte positiva dell’asse delle 
x è diretta a sinistra invece che a dritta, esse non coincideran- 
no. La convenzione del presente Articolo è quella che in seguito 
sempre riterremo. 

73. Trovare le condizioni di equilibrio di un numero qualun- 
que di forze agenti su di un corpo rigido con direzioni qualunque. 

Un sistema di forze agenti su di un corpo rigido si può sempre 
ridurre ad una sola forza e ad una coppia. Siccome queste non 
si possono bilanciare tra loro e non possono separatamente man- 
tenere l’ equilibrio esse debbono svanire entrambe. Quindi R- 0, 
e 0=0; onde 

(2X)* + (Zr)* + (ZZ)* = 0, 

ed - L x -f Jlf* -f N* = 0. 

Queste conducono alle sei condizioni 

ix = o, sr=o, \Z- 0, 

Z(Zy-Ye) = 0, I(Xz - Z.r) = 0, Z(Yx-Xy) = 0. 

74. Si può dare un enunciato alle ultime tre equazioni per 
mezzo di una nuova definizione. Giova ripetere le due definizioni 
già date negli Art. 54 e 67. 

Momento di una forza rispetto ad un punto. Il momento di una 
forza rispetto ad un punto è il prodotto della forza per la per- 
pendicolare dal punto sulla direzione della forza. 

Momento di una forza rispetto ad un piano. Il momento di 
una forza rispetto ad un piano è il prodotto della forza per la 
distanza del suo punto di applicazione dal piano. 

Momento di una forza rispetto ad una linea retta. Si risolva 
la forza in due componenti rispettivamente l’una parallela e l’al- 
tra perpendicolare alla linea retta; il prodotto della componente 
perpendicolare alla linea per la minima distanza tra la linea 
retta e la direzione di questa componente si chiama il momento 
della forza rispetto alla linea retta. 

Quindi il momento di una forza rispetto ad una linea retta è 
eguale al momento della componente della forza perpendicolare 
alla linea retta rispetto al punto nel quale il piano condotto per 
questa componente perpendicolarmente alla linea retta incontra 
la linea retta. Quindi, per 1’ Art. 62, il momento della forza si 
può trovare prendendo la somma dei momenti di due forze qua- 
lunque nelle quali si può risolvere la componente perpendicolare. 

Se la forza è parallela alla data linea retta, il suo momento 
rispetto alla linea retta è zero. Se la forza e perpendicolare alla 
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data linea retta, il suo momento rispetto alla linea retta è il pro- 
dotto della forza per la minima distanza tra essa e la data li- 
nea retta. 

75. Supponiamo che si voglia il momento della forza P, ri- 
spetto all’ asse delle z\ risolviamo P, nella forza Z t parallela 
all’asse delle z e Q, perpendicolare all’asse delle z, in cui <?, è 
essa stessa la risultante di X, ed X,. Il momento di Q t rispetto 
all’asse delle z è eguale alla somma algebrica dei momenti delle 
sue componenti X, ed X,; cioè, ad X,*,— X,y,. Quindi N nel- 
l’ Art. 72 dinota la somma dei momenti delle forze intorno l’a3se 
delle z , ed un simile significato si ha per L ed M. 

Quindi, le forze agenti su di un corpo rigido saranno in equi- 
librio se svaniscono le somme delle parti risolute delle forze pa- 
rallele a tre linee rette ad angoli retti tra loro, e svaniscono an- 
cora le somme dei momenti delle forze rispetto a queste linee rette. 

Viceversa, se le forze sono in equilibrio, svanirà la somma 
delle parti risolute delle forze in una direzione qualunque, ed 
anche la somma dei momenti delle forze rispetto ad una linea 
retta qualunque. 

76. Per interpetrare il significato di G osserviamo che se ri- 
teniamo la stessa origine, il momento di questa coppia e la di- 
rezione del suo asse debbono essere indipendenti dalle direzioni 
degli assi coordinati. Infatti R, essendo la risultante di tutte le 
forze date, supponendole applicate ad un punto, è naturalmente 
indipendente dalla direzione degli assi. Se con una nuova scelta 
di assi otteniamo G' per coppia risultante, allora Re G debbono 
essere equivalenti ad R e G', e quindi Jì, G, — R, -G' debbono 
formare un sistema in equilibrio. Ma ciò è impossibile a meno 
che non si abbia G=G' e gli assi di G e G' coincidenti o paralleli. 

Poiché la direzione degli assi coordinati è arbitraria, suppo- 
niamo che 1’ asse delle x coincida con l’asse di G\ .allora If^O, 
jV— 0, ed le G sono identici. 

Quindi 6 è eguale alla somma dei momenti delle forze date 
rispetto alla linea retta che è l’asse di G. 

77. Supponiamo che una forza P agisca nel punto ( x,y,z ), e 
siano X,Y,Z le sue componenti parallele agli assi. Allora, per 

'P Art 72, P nel punto ( x,g,z ) è equivalente a P nell’origine, in- 
sieme con le coppie Zy-Yz, Xz-Zx, Yx—Xy intorno agli assi 
delle x,y,z rispettivamente. Sia H la coppia risultante, r la di- 
stanza del punto ( x,y,z ) dall’origine, ed a l’angolo tra r e P; 
allora 

8 
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in = (Zy - Ye)* + (Xz - Zx)* + (Yx - A»* 

= (x* + y* + **)(X* + Y* + Z*-) - (xX + yY+ zZ)'- 

zZ' 


= r*P* — r* P* 


VrP rP r P/ 


. — r* P* (1 — COS* Ol) , 

quindi 7/ = rP sen a. 

Così, come si poteva prevedere, II è il momento della coppia 
formata da P nel punto ( x,y,z ) , e da una forza nell’ origine eguale 
a P ed agente in una direzione parallela ed opposta. Quindi G è 
la coppia formata dal comporre le coppie simili ad li che nascono 
da tutte le forze del sistema. 


78. Come un esempio dell’ Art. 73 possiamo prendere il caso 
in cui tutte le forze sono parallele. Siano a,p,Y gli angoli che la 
direzione delle forze P, ,P 2 ,.„ fa con gli assi. Allora le equazioni 
di equilibrio si riducono a 

2iP = 0, 

2P(y C 03 f — z cos P) = 0 , 
lP(z cosa — ffcos^) = 0, 

-P(x cosp — y cosa) = 0. 

Le ultime tre equazioni si possono scrivere così : 

IPx _ IPy _ IPz 

cosa cosp cos^" 

Quindi possiamo dedurre le condizioni affinchè un sistema di 
forze parallele mantenga un corpo in equilibrio, comunque esse 
girino intorno ai loro punti di applicazione. Infatti le equazioni 
precedenti debbono allora reggere qualunque siano a,p, 7 - Così 
dobbiamo avere 

IP = 0, hPx = 0 , IPy = 0, IPz- 0. 


. 79. Nell’ Art. 72 abbiamo ridotto le forze agenti su di un corpo 
ad una forza R e ad una coppia G. Se G svanisce vi rimane una 
sola forza; e se R svanisce, una sola coppia. Se nè R nè G sva- 
nisce le forze si possono ridurre ad una forza sola; andiamo a 
mostrare quando ciò è possibile. 

Trovare la condizione tra le forze affinchè esse abbiano una 
sola risultante. 

Un sistema qualunque di forze si può ridurre ad una sola forza 
R e ad una coppia G: se allora le forze si possono ridurre ad una 
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sola risultante S, ne segue che G, R, e —S sono in equilibrio. 
Se R e — S non formano una coppia, esse si possono ridurre ad 
una coppia G' e ad una forza R'\ quindi R' deve bilanciare la 
coppia composta da G e (?'. Questo è impossibile per l’Art. 40. 
Quindi R e —S debbono formare una coppia, e questa coppia 
deve avere il suo piano coincidente con quello di G, o parallelo 
a quello di G, affinchè essa possa bilanciare G. Perciò affinchè 
le forze abbiano una sola risultante, la direzione di R deve es- 
sere parallela al piano di G, o coincidente con esso; cioè, deve 
essere ad angoli retti con V asse di G. Quindi, usando la nota- 
zione dell’ Art. 72, 

cos a cosà + cosò cos[A + cosccos v = 0, 
quindi LZX + MZY+ NlZ-0, 

80. Viceversa, se LZX+MZY+NZZ—0; e EX, EX, E Z non 
svaniscono tutte, le forze si possono ridurre ad una forza sola. 
Infatti si può fare che il piano della coppia G contenga la forza 
R, e si può supporre che la coppia abbia ciascuna delle sue forze 

G 

—R ed il suo braccio per conseguenza =— ; la coppia allora si 

Jti 

può girare nel suo proprio piano finché la forza in una estremità 
del suo braccio bilanci la forza risultante R, e rifilane R all’al- 
tra estremità del braccio. 

81. Quando le forze sono riducibili ad una sola risultante, 
trovare le equazioni della linea retta nella quale essa agisce. 

Dinotino L, M, N i momenti delle forze intorno agli assi coor- 
dinati; L',M’,N' i momenti delle forze intorno ad assi paralleli 
agli assi coordinati condotti pel punto (xf,y',z r ). Allora L' si trova 
scrivendo y t - y' per !/,,#,-»/' per y t , . . .z t -e' per z t , z t -z' per z, , . . . 
nell’espressione Z(Zy-Yz). Quindi 

L' = E{ Z(y - y') - Y(z - e')\ 

= L-y'ZZ + e'ZY. 

Similmente 

M' = Ej X(z - z') - Z(x - #')ì 
= M-z’ZX + x'ZZ, 

N' = Z\Y(x-x')-X(y-y')\ 

= N-x'ZY+y'ZX. 

Se x',y',z' sono prese in modo da far svanire L',M' , ed JV', le 
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forze si riducono ad una sola risultante che passa pel punto 


( x',y',z '). Le tre equazioni 

L-y'ZZ + z'lY=0 (1), 

M-z'lX-\-x'lZ = 0 (2), 

N-x'lY+y'ZX = 0 (3), 


equivalgono a due equazioni indipendenti; infatti se eliminiamo 
z da (1) e (2), abbiamo 

LIX + 3ftY+ ZZ(x'ZY-y'ÌX) = 0. 

Ma LIX + MZY+ 2VIZ = 0, per l’Art. 79, 

quindi N— rr'IX-l- y'ZX = 0. 

Così (3) è una conseguenza necessaria di (1) e (2). Quindi (1) 
e (2) determineranno una linea retta in ciascun punto della quale 
la coppia risultante svanisce; cioè, la linea retta secondo la quale 
agisce la sola forza risultante. 

82. Col metodo seguente possiamo determinare ad un tempo 
la condizione per l’ esistenza di una sola risultante e le equazioni 
della sua direzione. 

Supponiamo che le forze si possano ridurre ad una sola forza 
agente nel punto ( x',y',z '). Si risolva questa forza nelle compo- 
nenti X',Y',Z' parallele agli assi coordinati; allora se aggiun- 
giamo al sistema dato —X',—Y' t e -Z', agenti nel punto (x \y',z') 
parallele agli assi rispettivamente, vi sarà equilibrio. Quindi, 
per l’Art. 73, 

IX — X' = 0, SY-Y' = 0, 1Z-Z' = 0, ...(1), 

L - Z'y' + Y'z' = 0 j 
M — X'z' + Z'af ~ 0 - (2). 

n- rv+xy = o) 

Le equazioni (1) determinano X', Y', Z'. Sembrerebbe a primo 
aspetto che le equazioni (2) determinassero x!,y' ,z'\ ma se proce- 
diamo alla loro risoluzione, troviamo che esse non possono essere 
simultaneamente vere a meno clic non sia 

LIX + MZY+ NIZ = 0; 

e se questa condizione è soddisfatta, e IX, 2Y, 22 non svani- 
scono tutte, allora una qualunque delle equazioni si può dedurre 
dalle altre due, sicché vi sono solamente due equazioni indipen- 
denti. Quindi affinchè le forze abbiano una sola risultante la con- 
dizione precedente deve essere soddisfatta, ed allora due qualun- 
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que delle equazioni (2) determineranno il luogo dei punti nei 
quali si può supporre che questa sola risultante agisca. Dalla 
forma delle equazioni (2) è chiaro che questo luogo è una linea 
retta, e che i suoi coseni di direzione sono proporzionali ad 
X',Y',Z', come si poteva prevedere. 

Affinchè la forza che rimpiazza il sistema passi per l’ origine, 
dobbiamo avere 

L = 0, 31=0, N= 0. 

83. Benché un sistema di forze non si possa sempre ridurre 
ad una sola risultante, esso può sempre ridursi a due forze. In- 
fatti abbiamo mostrato che il sistema si può rimpiazzare con una 
forza E all’ origine, ed una coppia G che giace in un piano per 
l’origine; una delle forze di G si può supporre agire nell’origine, 
e si può comporre con E sicché questa risultante e l’ altra forza 
di G sono equivalenti all’intero sistema. Poiché l’origine è ar- 
bitraria, vediamo che quando un sistema di forze non è riduci- 
bile ad una forza sola esso si può ridurre a due forze, una delle 
quali si può far passare per un punto assegnato qualunque. 

84. Quando tre forze mantengono un corpo in equilibrio, esse 
debbono giacere nello stesso piano. 

Si tiri una linea retta qualunque che interseghi le direzioni 
di due delle forze e non sia parallela alla terza forza, e si prenda 
questa linea retta per asse delle x. Allora le prime due forze non 
hanno alcun momento intorno l’asse delle x ; quindi l’equazione 
L — 0 richiede che la terza forza non abbia alcun momento intorno 
l’asse delle a?; cioè, la direzione della terza forza deve appog- 
giarsi all’asse delle x. Quindi poiché ogni linea retta che incon- 
tra le direzioni di due delle forze, e non è parallela alla direzione 
della terza, incontra quella direzione, le tre forze debbono gia- 
cere in un piano. 

Combinando questa proposizione con quella nell’ Art. 58, ve- 
diamo che se tre forze tengono un corpo in equilibrio, esse deb- 
bano tutte giacere nello stesso piano e debbono incontrarsi in un 
punto o essere parallele. 

85. Se gli assi delle coordinate sono obliqui, supponiamo che 
l, m, n dinotino i seni degli angoli tra gli assi delle y e z, e ed x, 
a; ed y rispettivamente; allora possiamo mostrare, come nell’Art. 
72, che un sistema qualunque di forze si può ridurre a £X,E 
agenti nell’origine secondo gli assi delle x, y, z rispettivamente, 
ed a tre coppie nei tre piani coordinati, avendo i loro momenti 
eguali ad IL, m3f, nN rispettivamente, dove, come sopra, 

L = l(Zy-Yz), 3f=Z(Xz-Zx), N=Z(Yx-Xy). 
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Ancora per l’equilibrio, dobbiamo avere, come sopra, 

IX = 0, ir=0, IZ = 0; 

L = 0, M= 0, N- 0. 

Affinchè le forze ammettano una sola risultante dobbiamo avere, 
come sopra, 

LIX + MLY+ NIZ - 0, 

e che IX, IT, I Z non tutte svaniscano. 

Le proposizioni seguenti sono connesse col soggetto di questo 
Capitolo, e sono di facile dimostrazione. 

I . Delle forze agiscono nei vertici di un tetraedro in direzioni 
rispettivamente perpendicolari alle facce opposte e proporzionali 
in grandezza alle aree delle facce: le forze saranno in equilibrio. 

II. Quattro forze agiscono su di un tetraedro ad angoli retti 
sulle facce e proporzionali alle loro aree, i punti di applicazione 
delle forze essendo i centri dei cerchi circoscritti alle facce: se le 
forze agiscono tutte all’ indentvo o tutte all’ infuori esse saranno 
in equilibrio. 

Ili: Delle forze agiscono su di un poliedro terminato da facce 
triangolari ad angoli retti sulle facce e proporzionali alle loro 
aree, i punti di applicazione delle forze essendo i centri dei cer- 
chi circoscritti alle facce; se le forze agiscono tutte all’ indentro 
o tutte all’ infuori esse saranno in equilibrio. 

IV. Se quattro forze agenti su di un corpo rigido sono in equi- 
librio, e si costruisce un tetraedro conducendo dei piani ad an- 
goli retti con le direzioni delle forze, le forze saranno rispettiva- 
mente proporzionali alle aree delle facce. 

ESEMPII. 

1. Quattro forze parallele agiscono negli angoli di un quadri- 
latero piano e sono inversamente proporzionali ai segmenti delle 
sue diagonali più prossimi ad esse; mostrare che il punto di ap- 
plicazione della loro risultante cade nell’ intersezione delle dia- 
gonali. 

2. Delle forze parallele agiscono negli angoli A, B, C di un 
triangolo e sono rispettivamente proporzionali ad a, b, c; mo- 
strare che la loro risultante agisce nel centro del cerchio iscritto. 

3. Un cono di cui l’angolo al vertice è 30°, ed il peso è W, è 
situato col suo vertice su di un piano orizzontale levigato; mo- 
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strare che esso può essere tenuto col suo lato obliquo in una po- 
sizione verticale per mezzo di una coppia di cui il braccio è eguale 

alla lunghezza del lato obliquo del cono, e ciascuna forza — — . 


4. Sei forze eguali agiscono secondo gli spigoli di un cubo che 
non incontrano una data diagonale, presi in ordine; trovare la 
loro risultante. 


Risultato. Una coppia, il momento della quale è 2 Pa\l3 , dove 
P dinota ciascuna forza ed a il lato del cubo. 

5. Un cubo è sollecitato da quattro forze; una forza è in una 
diagonale, e le altre in spigoli due qualunque dei quali non sono 
in uno stesso piano e che non incontrano la diagonale; trovare la 
condizione affinchè le forze abbiano una sola risultante. 


Risultato. (XY+YZ+ZX) y/9 + P(X+Y+Z)= 0; dove X.Y. Z 
dinotano le forze secondo gli spigoli, e P la forza secondo la dia- 
gonale. 

6. Se un triangolo è sospeso da un punto fisso per mezzo di 
funi legate agli angoli, la tensione di ciascuna fune è proporzio- 
nale alla sua lunghezza. 

7. Un triangolo pesante uniforme è sostenuto in una posizione 
orizzontale da tre funi parallele legate ai tre lati rispettivamen- 
te; mostrare che le funi possono essere disposte relativamente 
in infinite maniere in modo che le loro tensioni siano eguali, ma 
la situazione di una essendo data, quella di ciascuna delle altre 
due è determinata. 

8. Una sfera di dato peso poggia su tre piani di cui le equa- 
zioni sono 

x cos a + y cos £ + z cos 7 = 0 , 
x cos a, -f y cos -f z cos 7, = 0 , 
r cos 04 + y cos (i s + z cos 7* = 0 , 

P asse delle z essendo verticale; trovare la pressione su ciascun 
piano. 

9. Un triangolo pesante ABC è sospeso da un punto per mezzo 
di tre funi, ad angoli retti tra loro, legate agli angoli del trian- 
golo; se 0 è l’inclinazione del triangolo all’ orizzonte nella sua 
posizione di equilibrio, allora 


y'(l + see.4 sec B sec C) ' 
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10. Un triangolo equilatero senza peso ha tre elementi dise- 
guali situati nei suoi vertici; il sistema è sospeso da un punto 
fisso per mezzo di tre funi eguali ad angoli retti tra loro legate 
ai vertici del triangolo; trovare rinclinazione del piano del trian- 
golo all’orizzonte. 


w,+w t +w 3 


Risultato. Il coseno dell’angolo è ^ VU*) 1 ’ in cui 

W t , W t , W 3 rappresentano i pesi degli elementi. 

11. Quattro sfere eguali levigate sono situate in una conca 
emisferica. I centri di tre di esse sono nello stesso piano orizzon- 
tale, e quello dell’ altra è al di sopra di esso. Se il raggio di cia- 
scuna sfera è un terzo di quello della conca, mostrare che le pres- 
sioni scambievoli delle sfere sono tutte eguali; e trovare la pres- 
sione di ciascuna delle sfere inferiori sulla conca. 

Risultati. Sia lUil peso di ciascuna delle sfere; allora ciascuna 

' W 4 W 

delle pressioni scambievoli tra le sfere è — - è — — è lapres- 

\! 6 \/ 6 

sione di ciascuna delle sfere inferiori sùil^onca. 


12. Tre sfere eguali pendono a contatto da un punto fisso per 
mezzo di tre funi eguali; trovare la più pesante sfera di dato 
raggio che si può poggiare su di esse senza che si separino. 

Risultato. Sia W il peso di ciascuna delle sfere eguali, 0 l’an- 
golo che ciascuna fune fa con la verticale, ? l’angolo che la con- 
giungente del centro di una delle tre sfere eguali col centro della 
sfera superiore fa con la verticale; allora il peso della sfera su- 

. , , 3WtanO 

penore non deve eccedere — - . 

tan o — tan 0 

13. ABCD è un tetraedro in cui gli spigoli AB, AC, AD sono 
ad angoli retti tra loro; delle forze sono rappresentate in gran- 
dezza e direzione da AB, AC, AD, BC, CD, DB: determinare 
la loro risultante. 


14. Tre sfere eguali vuote posano simmetricamente nell’ in- 
terno di un paraboloide di rotazione levigato, di cui l’asse è ver- 
ticale; una sfera solida di eguale raggio è situata su di esse: mo- 
strare che l’equilibrio sarà distrutto se il raggio delle sfere è 

minore di — , in cui ? è il lato retto; il peso delle sfere vuote 
2 \J 6 

essendo trascurato in confronto di quello della sfera solida. 
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CAPITOLO VI. 

Equilibrio di un corpo non libero. 

86. Trovare le condizioni di equilibrio delle forze agenti su di 
un corpo rigido quando un punto è fisso. 

Si prenda il punto fìsso per origine delle cooi’dinate. L’azione 
delle forze sul corpo produrrà una pressione sul punto fisso; sia- 
no X', Y\ Z ' le parti risolute di questa pressione parallele agli 
assi. Allora il punto fìsso eserciterà le forze — X', — Y', —Z' con- 
tro il corpo; e se consideriamo queste forze in connessione con 
le forze date, possiamo supporre il corpo libero, e le equazioni 
di equilibrio sono 

ex-x' = o, zr-r'=o, zz-z' = o, 

L= 0, M- 0, AT=0. 

» 

Le prime tre equazioni danno le parti risolute della pressione 
sul punto fìsso; e le ultime tre sono le sole condizioni che deb- 
bono essere soddisfatte dalle forze date. Cosi le forze saranno in 
equilibrio se svaniscono le somme dei momenti delle forze rispetto 
a tre linee rette ad angoli retti tra loro, e che passano pel punto 
fìsso. 

Viceversa, se le forze sono in equilibrio svanirà la somma dei 
momenti delle forze rispetto ad una linea retta qualunque con- 
dotta pel punto fìsso. 

Dalle equazioni X' = EX, Y' = E Y, Z'—ZZ, ne segue che la 
pressione sul punto fisso è eguale alla risultante di tutte le forze 
date del sistema mosse parallelamente a loro stesse sino al punto 
fìsso. 

Se tutte le forze sono parallele, possiamo prendere l’asse delle z 
che passi pel punto fìsso e sia parallelo alle forze. Allora tutte le 
forze incluse in EX svaniscono, come anche tutte le forze incluse 
in ET ’; cosi N svanisce, M si riduce a — ZZx, ed L si riduce a 
ZZy. Quindi X' ed Y' svaniscono e le equazioni di equilibrio si 
riducono a 

EZ — Z' = 0, ZZy — 0, ZZx = 0; 

la prima determina la pressione sul punto fisso e le altre due 
sono le condizioni che debbono essere soddisfatte dalle forze date. 

Se tutte le forze agiscono in un piano che passa pel punto fìsso, 
e prendiamo questo piano per quello delle {x,y), tutte le forze 
incluse in ZZ svaniscono; inoltre l’ordinata parallela all’asse 

9 
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«G 

delle z del punto di applicazione di ciascuna forza è zero. Cosi L 
ed M svaniscono; ancora X' svanisce, e le equazioni di equili- 
brio si riducono a 

EX — X' = 0, EX— X' = 0, Z(Yx-Xy) = 0; 

le prime due determinano la pressione sul punto fisso, e la terza 
è la sola condizione che le forze debbono soddisfare. Cosi le forze 
saranno in equilibrio se svanisce la somma dei momenti delle 
forze rispetto alla linea retta perpendicolare al loro piano , e che 
passa pel punto fisso; e viceversa, se le forze sono in equilibrio 
svanirà la somma dei momenti delle forze rispetto a questa linea 
retta. 

87. Trovare la condizione di equilibrio di un corpo che ha in 
sè due punti fissi. 

L’ asse delle z passi per i due punti fissi; e siano z' e T' le di- 
stanze dei punti dall’origine. Inoltre siano X',Y' ,Z' le parti ri- 
solute delle prensioni sopra uno dei punti, ed X",X",X" quelle 
sull’altro punto. 

Allora, come nell’ Art. 86, le equazioni di equilibrio saranno 
EX - X' - X" = 0, EX - X' - X" = 0, EX - Z' - Z" - 0, 

L + Y'z' + XV = 0, M — X'z' — X"z" = 0, N-0. 

La prima, seconda, quarta, e quinta di queste equazioni de- 
termineranno X',X",X',X"; la terza equazione dà X'+X 1 ', mo- 
strando che le pressioni su i punti fissi nella direzione della linea 
che li congiunge sono indeterminate, essendo legate da una sola 
equazione. L’ultima è la sola condizione di equilibrio, cioè N— 0. 
Cosi le forze saranno in equilibrio se svanisce la somma dei mo- 
menti delle forze rispetto alla linea retta che passa per i punti 
fissi ; e viceversa, se le forze sono in equilibrio svanirà la somma 
dei momenti delle forze rispetto a questa linea retta. 

88. L’indeterminazione che si trova circa i valori di Z' e Z" 
poteva prevedersi; poiché se due forze, -Z' e —X", agiscono su 
di un corpo rigido nella stessa linea retta , il loro effetto sarà lo 
stesso a qualunque punto della loro linea d’ azione le supponiamo 
applicate, e per conseguenza esse si possono supporre agire en- 
trambe nello stesso punto, o pure una di esse può essere accre- 
sciuta purché l’ altra sia egualmente diminuita. Se si obbiettas.se 
che in ogni caso sperimentale vi sarebbe realmente una definita 
pressione in ciascun punto fisso, possiamo rispondere, che nes- 
sun corpo sul quale possiamo fare i nostri esperimenti soddisfa 
alla condizione di rigidità perfetta, dalla quale dipendono le no- 
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stre conclusioni. Si vegga Poisson, Art. 230; e Poinsol, Arti- 
coli 128-132. 

Il caso che abbiamo considerato è quello di un corpo che è ca- 
pace di girare intorno ad un asse fisso ; poiché un asse sarà fisso 
se due dei suoi punti sono fissi. 


89. Se il corpo, invece di avere due punti fissi, può girare in- 
torno ad un asse ed anche scorrere lungo di esso, allora oltre 
della condizione N= 0, dobbiamo avere EX= 0, supponendo l’asse 
delle s diretto secondo la linea retta sulla quale il corpo può gi- 
rare e scorrere. Poiché l’asse non sarà capace, come nell’ultimo 
caso, di fornire delle forze — Z' e —Z" per controbilanciare EX, 
e quindi EX deve essere =0. 


90. Trovare le condizioni di equilibrio di un corpo rigido che 
poggia su di un piano levigato. 

Sia questo piano il piano delle (x,y); e siano x',y' le coordi- 
nate di uno dei punti di contatto, di' la pressione che il corpo 
esercita contro il piano in quel punto. Allora la forza — li', e si- 
mili forze per gli altri punti di contatto, prese in connessione 
con le forze date, debbono soddisfare le equazioni di equilibrio; 
quindi 

EX = 0, ZY-=Q, ZZ-R'-R"- ... =0, 

L - R'y' - R"y" - ... = 0, M+ R'x' + R'x" +....= 0, N= 0. 


Se solamente un punto è in contatto col piano, allora la terza 
equazione dà la pressione, ed abbiamo cinque equazioni di con- 
dizione, 

EX = 0, EX — 0, L-y'ZZ= 0, M + x’lZ- 0, N^-0. 


Se due punti sono in contatto, allora le equazioni 


danno 


R'y' + R'y" — L, 
Lx"+My" 


R'x' -f R'R = - il/, 
t>„ _ Lx' + My' 
" y'x"-x'y"- 


e le equazioni di condizione sono 


vx, a vx- a v-, L(x"-x')+M (y"-y') 

M =°, - r=0 ' lz ed *=°- 


Se tre punti sono in contatto, allora le pressioni sono deter- 
minate dalle equazioni 

R' + R' + R'" = EX, 

R'y' + R"y" + R'"y'" = L. 

R'x' + R'x" + R"'x"' = - M, 
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e le condizioni di equilibrio sono 

EX = 0, EF=0, N=0. 

Se più di tre punti sono in contatto, allora le pressioni sono 
indeterminate, poiché esse sono legate solamente da tre equa- 
zioni; ma le condizioni di equilibrio sono ancora 

ex = o, ef=o, n= o. 

91. Le equazioni nel principio dell’ Articolo precedente mo- 
strano che se un corpo è in equilibrio contro un piano, le forze 
che lo premono contro il piano debbono ridursi ad una sola forza 
agente in una direzione perpendicolare al piano, infatti la con- 
dizione 

LEX + AfSF+ NZZ = 0 

è soddisfatta, poiché EX, EF, ed N svaniscono. Quindi le forze 
si riducono ad una sola forza; e poiché EX e EFsvaniscono, que- 
sta forza deve essere perpendicolare al piano fisso. 

Inoltre, questa forza unica deve controbilanciare le forze —R', 
— M"..., che sono tutte parallele ed agiscono tutte nella stessa 
direzione. Quindi, considerando la costruzione data nell’ Art. 66 
per determinare il centro di un sistema di forze parallele, ne 
segue che il punto dove questa risultante incontra il piano deve 
cadere dentro di un poligono, formato col congiungere i punti 
di contatto in modo da includerli tutti, e da non avere alcun an- 
golo rientrante. 


ESEMPII DIVERSI. 


1. Il coperchio ABCD di una scatola cubica, mobile intorno 
a gangheri in A e R, è mantenuta con un dato angolo all’ oriz- 
zonte da una fune orizzontale che congiunge C con un punto ver- 
ticalmente al di sopra di A : trovare la pressione su ciascun 
ganghero. 


2. Due forze eguali agiscono su di un cubo il di cui centro è 
fisso, secondo diagonali che non s’ incontrano di due facce adia- 
centi: trovare la coppia che manterrà il cubo in equilibrio. 


Risultato. Dinoti P ciascuna forza, a il lato del cubo; il mo- 
mento della coppia richiesta è ^ v ■- o ^ a seconda delle dire- 
zioni delle due forze date. 


3. Tre verghe eguali pesanti nella posizione dei tre spigoli di 
una piramide triangolare invertita sono in equilibrio nelle se- 
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guenti circostanze: le loro estremità superiori sono connesse da 
funi di eguali lunghezze, e le loro estremità inferiori sono attac- 
cate ad un ganghero intorno al quale le verghe si possono muo- 
vere liberamente in tutte le direzioni. Trovare la tensione delle 
funi. 

4. Un dato numero di verghe pesanti uniformi, tutte dello 
stesso peso, hanno le loro estremità congiunte insieme in un 
ganghero comune, intorno al quale esse possono girare libera- 
mente, ed essendo introdotte a traverso un foro circolare in un 
piano orizzontale col loro estremo a ganghero in basso, si span- 
dono fuori simmetricamente lungo la circonferenza del foro come 
le costole di un paniere conico. Se ora si pone una sfera pesante 
nell’ interno del sistema delle verghe, in modo da essere soste- 
nuta da esse, determinare la posizione di equilibrio. 

5. Un cilindro con la sua base poggiata contro un piano ver- 
ticale levigato è mantenuto da una fune legata ad esso in un 
punto della sua superficie curva di cui la distanza dal piano ver- 
ticale è li. Mostrare che li deve essere maggiore di b— 2«tan0 e 
minore di b, in cui 26 è l'altezza del cilindro, a il raggio della 
base, e 0 l’angolo che la fune fa con la verticale. 

6. Un cilindro poggia con la sua base sopra un piano inclinato 
levigato; una fune attaccata al suo punto più alto, passando so- 
pra una carrucola alla sommità del piano inclinato, pende verti- 
calmente e sopporta un peso; la porzione della fune tra il cilin- 
dro e la carrucola è orizzontale. Determinare le condizioni di 
equilibrio. 

Risultati. Sia Wil peso del cilindro, W il peso legato alla 
fune, a l’ inclinazione del piano all’ orizzonte; allora W'—Wt&n a 
e tan a non deve eccedere il rapporto del diametro della base del 
cilindro all’ altezza del cilindro. 

7. Un cono di dato peso W è situato con la sua base sopra un 
piano inclinato, e sostenuto da un peso W' che pende da una 
fune legata al vertice del cono e che passa sopra una carrucola 
nel piano inclinato alla stessa altezza del vertice. Determinare 
le condizioni di equilibrio. 

Risultati. Sia a l’ inclinazione del piano all’orizzonte, 0 il se- 
mi-angolo al vertice del cono; allora W'= Intana, e tanO non 
g 

deve essere minore di - sen2a. 

O 

8. Un guscio emisferico levigato di cui la base è chiusa rac- 
chiude due sfere eguali i di cui raggi sono un terzo di quello 
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del guscio. Il guscio è fissato con la sua base verticale; trovare 
le pressioni scambievoli in tutt’i punti di contatto. 

Risultati. Sia R f la pressione tra la sfera superiore ed il gu- 
scio, quella tra le due sfere, R 3 quella tra la sfera inferiore 
e la base del guscio, R + quella tra la sfera inferiore e la parte 
curva del guscio; allora 





4W 

? 


9. Una tavola rettangolare è sostenuta in una posizione oriz- 
zontale da quattro piedi nei suoi quattro angoli: un dato peso W 
essendo situato sopra un dato punto di- essa, mostrare che la 
pressione sopra ciascun piede è indeterminata, e trovare il mas- 
simo ed il minimo valore che essa può avere per una data posi- 
zione del peso. 
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CAPITOLO VII. 

Teoremi generali sopra un sistema di forze. 

92. Nell’ Art. 72 si è dimostrato che le forze agenti su di un 
corpo rigido si possono ridurre ad una forza 11 e ad una coppia 
G, e che G ì =IJ+M t +N t , in cui L,M,N sono i momenti delle 
forze intorno a tre assi rettangolari scelti arbitrariamente. È 
chiaro che nè L, M, nè N può essere maggiore di G; quindi, per 
una data origine, il momento risultante G è maggiore del mo- 
mento delle forze intorno ad ogni altro asse. Per questa ragione 
G si chiama il momento principale delle forze. 

Dalle equazioni nell’ Art. 72, che determinano la direzione 
dell’ asse di G, ne segue che Gcoscp è il momento delle forze in- 
torno ad un asse che passa per la data origine, e fa un angolo <f 
con l’asse del momento principale. 

93. Il valore di R nell’ Art. 72 è indipendente dalla posizione 

dell’origine delle coordinate; R è in fatti la risultante delle forze 
date, supponendo che ciascuna di esse si muova parallelamente 
a sè stessa finché esse agiscano tutte nello stesso punto. Il va- 
lore di G, però, dipende dall’origine che prendiamo. Se pren- 
diamo un punto di cui le coordinate sono x' ,y',z’ , e dinotiamo 
con i momenti delle forze rispetto alle linee rette con- 

dotte per questo punto parallele agli assi coordinati, e con G' il 
momento principale delle forze rispetto a questo punto, abbiamo, 
per l' Art. 81 , 

L' =L - y'ZZ + z'ZY, 

M' = M - e'ZX + x'ZZ, 

N r = N - x'ZY + y'ZX, 

' G'* = L'*+M'* + N 1 *. 

Passiamo ad applicare queste equazioni a trovare il minimo 
valore di G'. 

Trovare il luogo delle origini che danno i minimi momenti 
principali, la grandezza di questi momenti, e la posizione dei 
loro assi. 

Si moltiplichi la prima delle equazioni (1) per IX, la seconda 
per ZY, e la terza per ZZ, e si sommino; così 

L'ZX 4- M'ZY+ N'ZZ = LZX + Afll'-f NZZ ... (2). 



Digitized by Google 



72 


MOMENTO PRINCIPALE MINIMO. 


Ancora 

iPG' 4 = J(EX) 4 + (ir)* + (EX)*j |Z' 4 + M'* + N*\ 

= ( N'IY - M'ZZ )* + (Z'EX - JV'EX) 4 
+ (M'IX - Z'E X) 4 + (Z'EX + M'Z Y+N'ZZ )* (3) . 


Di questi quattro termini l'ultimo è costante pertutt’i valori 
di x',y' ,z' per (2); quindi otteniamo il minimo valore di G' fa- 
cendo che i tre termini precedenti svaniscano, il che dà 


cioè, 

L-y'ZZ + z'ZY 
IX 


L' __ M' N' 
EX - EX ~ EX 


(4); 


M- z'ZX + x'ZZ 
EX 


N-x'ZY+y'ZX 
EX 


...(5). 


Quindi il luogo richiesto è una linea retta. 

Da (4) apparisce che L',M',N' sono proporzionali a EX, EX, 
' EX rispettivamente, il che mostra che l’asse del momento prin- 
cipale in ogni punto della linea retta (5) è parallelo alla direzione 
della risultante Jl. Da (3) il valore del minimo momento prin- 
cipale è 

ZEX + MZY+ NZZ 
11 

Ciascuna delle frazioni in (5) è, per un noto teorema, eguale ad 

LZX + MZY+NXZ 
(EX) 4 + (EX) 4 + (IX) 4 ; 

LZX + MZY+NZZ 

cioè, ad — . 

Le equazioni (5) con convenienti trasformazioni si possono ri- 
durre alle ordinarie equazioni simmetriche di una linea retta. 
Abbiamo 

L - y'ZZ 4- z'ZY ZEX + MZY+ NZZ 
EX “ 11 1 ; 

quindi 

Z |(EX) 4 + (EX) 4 | + (z'ZY— y'ZZ) R ì = (MZY+ NZZ) EX; 
quindi 

(z'Il* - MZX + ZEX) EX= (y'R* - ZEX + 2VEX) EX; 
quindi 

1 /, ZEX — 2VEX\ 1 /, i¥EX — ZEX\ 

EXv X 4 / — EX V X 4 /• 
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Quindi conchiudiamo che le equazioni (5) si possono scrivere 


1 (_, NZY-3LZZ\_ 1 ( mJ LZZ-NZX\ 

zx v w ) - irv R i ) 

1 ( , Jf ZX - LZY\ 

" 2Z V i? 2 / : 


dalle quali vediamo che la linea retta determinata da (5) è pa- 
rallela alla direzione di 11. Quindi questa linea retta ha le se- 
guenti proprietà: in ogni punto di essa il valore del momento 
principale è lo stesso , ed è minore di quello che sia per ogni punto 
fuori della linea; inoltre per ogni punto nella linea la posizione 
dell’ asse del momento principale è la stessa, essendo la linea 
stessa. Questa linea si chiama l’ asse centrale. 

Abbiamo supposto nella ricerca che R non sia zero. Se R è 
zero abbiamo per ogni origine 

TJ = L, 31' = M, N' = N, 

G'* = L* + 31* + N*. 


94. L’equazione (2) dell’ Art. 93 si può scrivere 

r ,zx zy „,zz T zx zy , zz 


Questo mostra che se risolviamo L',3I',N' secondo una linea 
retta parallela alla direzione di R, e sommiamo le parti risolute, 
otteniamo lo stesso risultato qualunque sia V origine scelta . Cosi 
la parte risoluta di ogni momento principale nella direzione di 
R è costante. Per la parte risoluta del momento principale nella 
direzione di R intendiamo quella parte del momento che ha il 
suo asse nella direzione di R. 

95. Dalle equazioni (1) dell’ Art. 93 apparisce che L'—L, 
31' -31, ed N'=N, purché 

x' _ y' _ g' 

ZX~ZY~ZZ' 

cioè, se il punto (x',y',z') è su di una linea retta condotta per 
l’ origine parallela alla direzione di R. Poiché l’ origine è arbi- 
traria, possiamo perciò asserire che il momento principale ri- 
mane immutato, quando il punto al quale si riferisce si muore 
lungo una linea retta qualunque parallela alla direzione di R. 

10 
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96. L’equazione del piano per l’origine perpendicolare alla 
direzione di R è 

x'ZX + y'ZY+s'LZ = 0 (1). 

Se combiniamo questa equazione con le equazioni (5) dell’ Art. 
98, otteniamo le coordinate del punto d’intersezione di questo 
piano con l’ asse centrale. 

Troviamo così per queste coordinate 

NZY— MIZ LZZ- NZX MZX - LZY 
II* li* ’ R 1 

che dinoteremo con h,k,l rispettivamente. 

Se x\y\e' soddisfano (1), allora N'ZY-MIZ 

o • (N-x'ZY+y'ZX)ZY-(M-g'ZX + x'ZZ)ZZ 
=NZY— MIZ - x'IR = IR- (h - x’). 

Similmente I! ZZ — N' ZX = R* (k — y') , 

M'ZX-L'ZY = jR* (* — jO- 
Quindi dall’equazione (3) dell’ Art. 93 

Crf* = IR i (h - x')' + (k - y ')* + (I - *')* | . 

(LZX + MZY+ NZZ 

+ V lì 

Quindi G' rimane costante per tutt’ i punti nel piano (1) per i 
quali (7i— &')*+(&— y'f+il—e')* è costante;' cioè, per tutt’i punti 
in (1) che sono ad una distanza costante dall ’ asso centràle. Da 
questo e dall’ Art. 93 ne segue, che se* si descrive un cilindro 
retto intorno all’asse centrale , il momento principale ha lo stesso 
valore per ogni punto sulla superficie di questo cilindro. 

97. Delle due espressioni che compongono G' nell’equazione 
(2) dell’ Art. 96, l’ultima, per l’Art. 94, è la parte risoluta di 
G' parallela alla direzione di R\ quindi la prima parte è la parte 
risoluta di G' perpendicolare alla direzione di R. Si chiami Q la 
prima parte, e 9 l’angolo che la direzione dell’asse di G' fa con 

quella di R\ allora sen Q=~r , , e questo è costante se è tale G', 

G 

cioè, per ogni punto sulla superficie del cilindro nell’ Articolo 
precedente. 

98. Le proposizioni già date in questo Capitolo ammettono 
altri modi di dimostrazione, che procediamo ad indicare. 
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Mostrare che ogni sistema di forze si può sempre ridurre ad 
una forza c ad una coppia, V asse dell' ultima essendo parallelo 
alla direzione della prima. 

Le forze si possono sempre ridurre ad una forza R e ad una 
coppia G, e l'angolo 9 tra la prima e l’asse dell'ultima è dato 
dall’equazione 

LZX + MZY + NZZ 


Si risolva la coppia G in due altre; l’ una avendo il suo asse 
parallelo alla direzione di lì ed il suo momento eguale a G cos 9 
l’altra avendo il suo asse perpendicolare alla direzione di R ed 
il suo momento eguale a Gsen^. Le forze dell’ultima coppia 
sono perciò in un piano parallelo ad R-, situando conveniente- 
mente questa coppia nel proprio piano, e facendo ciascuna delle 
sue forze eguale ad R, una delle sue forze si può fare che bi- 
lanci la forza R. Avremo allora che rimane la coppia (?cos 9 e( l 
una forza R, la direzione della quale è parallela all’asse della 

coppia, e che è trasportata alla distanza — ^ dalla sua posi- 

H 

zione primitiva. Il sistema è cosi ridotto ad una forza R e ad 

. LZX + MZY+NZZ 

una coppia — , l'asse dell ultima essendo pa- 


rallelo ad R, e quindi il suo piano perpendicolare ad R. 

Poiché la coppia risultante deve essere indipendente dalla di- 
rezione degli assi delle coordinate concludiamo che 


LZX + M1Y + NZZ 
R 

deve essere costante qualunque sia la direzione degli assi; e sic- 
come R è costante ne segue che LLX+ M’LY+N’LZ deve essere 
costante qualunque sia la direzione degli assi. L’espressione ri- 
mane ancora la stessa qualunque sia V origine scelta, come appa- 
risce dall’equazione (2) dell’ Art. 93. 


99. Quando un sistema di forze è ridotto ad una forza c ad 
una coppia in un piano perpendicolare alla forza, la posizione 
e la grandezza della forza sono sempre le stesse. 

La grandezza della forza è sempre la stessa, poiché essa è la 
risultante delle forze date supponendo ciascuna di esse traspor- 
tata parallelamente a sé stessa finché tutte agiscano nello stesso 
punto. Mostreremo ora che vi è una determinata linea retta lungo 
la quale la risultante deve agire. 
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Siano x',y',z' le coordinate di un’origine tale che l’asse della 
coppia risultante coincida con la direzione della forza risultante. 
Allora, con la notazione dell’ Art. 93, abbiamo 

n m' n' 

ZX~ZY~1Z’ 

poiché i coseni di direzione dell’asse della coppia sono propor- 
zionali ad L\ M\ ed N', e quelli della direzione della forza sono 
proporzionali a EX, 2 '.Y, 'LZ. Quindi il luogo delle origini è la 
linea retta determinata dalle equazioni (5) dell’ Art. 93. 


100. Apparisce dall’ultimo Articolo che vi è solamente una 
posizione della forza risultante in cui essa è perpendicolare al 
piano ddlla coppia risultante. Se vogliamo trasferire la risultante 
ad un altro punto qualunque, possiamo farlo introducendo due 
forze, li e —R, in quel punto; l’ultima con la forza primitiva li 
formerà una coppia; e se questa coppia si compone con la coppia 
primitiva abbiamo una nuova coppia, il momento della quale è 
\/(Jif*+JPp*), dove K dinota il momento primitivo e p la distanza 
alla quale R è stata trasferita. Questo momento è maggiore di 
K\ e quindi la linea retta nella quale R agisce quando è perpen- 
dicolare al piano della coppia risultante è V asse del minimo ino - 
mento principale. Essa è perciò l’asse centrale. 


K si è mostrato nell’ Art. 98 essere = 


LZX+M1Y+N1Z 

lì 


101. 11 momento principale sarà lo stesso per ogni punto del- 
l’asse centrale, poiché quando abbiamo ridotto le forze ad una 
sola forza e ad una coppia in un piano perpendicolare alla forza, 
la forza si può supporre agire in un punto qualunque della sua 
linea di applicazione, ed il piano della coppia si può muovere pa- 
rallelamente a sé stesso sino ad una nuova posizione qualunque. 
Si vegga ancora l’Art. 95. Quindi se tiriamo un piano qualunque 
perpendicolare all’ asse centrale, e descriviamo un cerchio nel 
piano col raggio p, avendo il suo centro nell’intersezione con 
l’asse centrale, allora, per l’ultimo Articolo, il momento prin- 
cipale per ogni punto in questo cerchio sarà ^/(iP+iPp*), e l’an- 
golo tf secondo il quale la direzione del suo asse è inclinata alla 


direzione di ìt è dato dall’ equazione. tantp = — -. 

K 


102. Quando un sistema di forze agenti su di un corpo rigido 
è ridotto a due forze, e queste sono rappresentate da due linee 
rette che non s’ incontrano e non sono parallele, il volume del te- 
traedro di cui le due linee rette sono spigoli opposti è costante. 
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Rappresentino le linee rette AB ed A'B' le due forze, ^4^4' es- 
sendo una linea retta perpendico- 
lare ad entrambe. Si suppongano 
tirate due linee parallele Ax, A'x', 
ciascuna ad angoli retti ad AA', ed 
Ay, A'y', rispettivamente ad an- 
goli retti ad Ax, A'x', ed anche ad 
angoli retti ad AA'. Sia BAx— 9 , 
B'A'x'=y', e dinotino Te 2" le in- 
tensità delle forze in AB ed A'B' 
rispettivamente. Allora T si può 
risolvere in T coso e 2 ’sen? agenti 
in A secondo Ax ed Ay rispettivamente, e T' in T'cos?', 2"senq;' 
agenti in A! secondo A'x' ed A'y' rispettivamente. Sia a V incli- 
nazione di AB ed A'B', sicché 9 '^ 9 -j-a. Ora si determini 9 dal- 
l’ equazione 

2 ’cos 9 -f T'oos<?' = 0 (1), 

cioè 2’cos 9 + T' cos (9 + a) = 0. 

Allora per (1) le forze T cos 9 e T'costf' formeranno ima copino 
nel piano xAA'xf\ e Tsen 9 e 'T'seny' avranno una sola risul- 
tante perpendicolare al piano di questa coppia, infatti esse non 
possono formare una coppia poiché allora l’ intero sistema delle 
forze si ridurrebbe ad una sola coppia il che è contrario alla sup- 
posizione. Dinoti P l'intensità di questa forza unica sicché 

P= Tsen 9 + T'sen 9 ' (2). 

Il momento della coppia è . 4 vl'xTcos 9 . Quindi, per l’ ultima 
parte dell’ Art. 98, ÀA'xPxTcos 9 è costante qualunque sia la 
posizione e la grandezza delle forze Te T', finché esse sono equi- 
valenti al dato sistema di forze. 

Ora il volume del tetraedro di cui AB ed A'B' sono spigoli 

opposti è ~ AB- A'B'- AA'sena. Infatti si può considerare per 
b 1 
base il triangolo AA'B', l’area del quale é -AA'-A'B'\ e 1 al- 

tezza sarà allora AB sen a. 

Ma da (1) e (2) abbiamo Tsena=Pcos 9 . Quindi il volume del 
tetraedro diviene - AA! • T-Pcos 9 , che abbiamo appunto veduto 
essere costante. 

Questo risultato è dovuto a Chasles; si vegga Mijbius, Lchr- 
buchder Statile, I. 122 . 
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103. Quando un sistema di forze parallele agenti su di un 
corpo rigido ha una sola risultante, quella risultante passa sem- 
pre per un punto fisso nel corpo qualunque sia la posizione del 
corpo. Quando un sistema qualunque di forze agisce su di un 
corpo rigido possiamo investigare le conseguenze del girare il 
corpo da una posizione in un’altra mentre le forze ritengono le 
loro direzioni primitive, o pure del girare le forze in modo tale 
da lasciare invariate le loro direzioni relative mentre il corpo 
rimane fisso. Daremo qui alcuni esempii dei teoremi generali 
che sono stati dimostrati su questo soggetto. Le forze si suppon- 
gono agire in punti fissi nel corpo. 

104. Siano PA e QA le direzioni di due forze che giacciono 

in un piano, ed agiscono nei punti P 
e Q rispettivamente; TA la direzio- 
ne della loro risultante. Supponiamo 
che le forze in PA , QA girino in- 
torno ai punti PeQ rispettivamente 
per lo stesso angolo a verso la stessa 
direzione; siccome PA e QA com- 
prenderanno lo stesso angolo come 
prima, il loro punto d’ intersezione 
si muoverà sopra un circolo che pas- 
sa per PeQ. E siccome le grandezze 
delle forze si suppongono invariate, 
la grandezza della risultante e gli 

angoli che essa fa con le componenti rimangono invariati. Quindi 
se Tè l’intersezione della risultante e del cerchio primitiva- 
mente, avverrà sempre cosi, poiché gli archi PT e QT sono pro- 
porzionali agli angoli PAT e QAT; la risultante avrà perciò gi- 
rato per l’angolo a intorno al punto T. 

La stessa conclusione vale se invece di supporre che il corpo 
sia fisso e le forze girino, supponiamo che ciascuna forza riman- 
ga parallela a sè stessa ed il corpo giri per un angolo qualunque 
intorno ad una perpendicolare al piano delle forze. 

Il punto T pel quale passa sempre la risultante si può chia- 
mare il centro delle forze che agiscono in P e Q. È evidente, in 
simil modo, che se una terza forza passa per un punto fisso 6' 
ed incontra la linea retta TA, possiamo trovare il centro delle 
forze in Ted S, cioè, il centro delle forze in P, Q ed S\ e gene- 
ralmente possiamo inferire che ogni sistema di forze in un piano 
clic è riducibile ad una sola risultante ha un centro; o, in altri 
termini, se vi è un sistema di forze che agiscono in un piano ed 
hanno una sola risultante, e conosciamo la grandezza di ciascuna 
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forza, gli angoli elio le direzioni delle forze fanno tra loro, ed un 
punto nella direzione di ciascuna, allora possiamo determinare 
la grandezza della risultante, l’angolo che la sua direzione fa con 
quelle delle forze componenti, ed un punto nella sua direzione. 

105. Se un sistema di forze mantiene un corpo in equilibrio, 
e l’equilibrio sussiste ancora dopo che il corpo è stato girato per 
un dato angolo qualunque che non aia un multiplo di due angoli 
retti, intorno ad un asse qualunque, allora l’equilibrio sussisterà * 
ancora quando il corpo gira intorno allo stesso asse per un an- 
golo qualunque, le forze essendo supposte agire con la stessa in- 
tensità ed in direzioni parallele. 

Si faccia coincidere l’asse delle z con la linea retta intorno alla 
quale gira il corpo. Poiché vi è equilibrio nella sua prima posi- 
zione, abbiamo 

EX = 0, E1'=0, IZ-O (1). 

l{Zy- Yt) = 0, l{Xz- Zx) = 0, Z{Yx - Xy) - 0...(2). 

Se l’equilibrio sussiste quando il corpo si fa girare per un an- 
golo 0, le equazioni (1) e (2) debbono sussistere quando poniamo 
a- costi— y senO per x, ed arsenO+y cosO per y. Quindi (2) diviene 


sen 0 2 (Zx) -{- cos 0 E ( Zy ) — - (Yz) = 0 (3), 

Z{Xz) — cosO E (Za) -f senO l{Zy) = 0 (4), 


cos 0 E (Yx — Xy) — sen 0 I (Xx + Yy) = 0 (5). 

Per mezzo di (2), le equazioni (3) e (4) diventano 
senO E(Xz) - (1 - cos 0) E {Yz) - 0, 

(1 — cos 0) E (Xz) + sen 0 E (Yz) — 0. 

Siccome queste equazioni reggono per un valore di senO diverso 


da zero dobbiamo avere 

Z{Xz) = 0, e E (Yz) — 0 (6). 

Allora, da (2), deduciamo 

Z{Zx) = 0, e E {Zy) ~ 0 (7). 

E da (2) e (5), 

E {Yx - Xy) = 0, e E (Xz + Yy) = 0 (8). 


E quando (6), (7), ed (8) sono vere, (3), (4), e (5) sono vere per 
tutti i valori di 0. 

Apparisce dalla ricerca precedente che quando delle forze agi- 
scono in un piano su di un corpo solido e mantengono l’equili- 
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brio, la condizione addizionale necessaria e sufficiente affinchè 
l’ equilibrio sussista dopo che il corpo si è fatto girare intorno 
ad un asse perpendicolare al piano mentre le forze rimangono 
parallele alle loro direzioni primitive, è 

2 (Xx + Yy) = 0. 

106. Un sistema di forze agisce su di un corpo rigido: deter- 
minare le condizioni che debbono aver luogo affinchè quando il 
sistema si risolve parallelamente ad una linea retta qualunque 
queste parti risolute siano in equilibrio. 

Si prenda una linea retta di cui i coseni di direzione sono 
1, in, n. Affinchè le parti risolute delle forze parallele a questa 
linea retta siano in equilibrio dobbiamo avere, per l’Art. 78, 

2(?X + »»r+wZ) = 0, 

2 (IX + mY+nZ)x _ 2 (lX-{-mY+ nZ)y 2 (IX + mY+nZ)e 

1 m il 

E siccome queste debbono essere vere per tutti i rapporti di 
I, m, n dobbiamo avere 

2X = 0, 2F=0, 2 Z = 0, 

ZXy = 0, 2X* = 0, ZYx — 0, 2r* = 0, 2Z* = 0, 2/fy = 0, 
2X* = 21> = ZZz. 

Queste sono le condizioni necessarie e sufficienti. 

ESEMPII DIVERSI. 

1. Determinare l’asse centrale quando vi sono due forze P e 
Q le di cui linee di azione sono definite da z — c , y~. x tan n, e 
z — — c, y = — x tana rispettivamente. 

2. Se P e Q sono due forze le di cui direzioni sono ad angoli 
retti, mostrare che le distanze dell’asse centrale dalle loro linee 
d'azione stanno come P* a Q i . 

3. Delle forze parallele agiscono su di un corpo rigido e lo 
mantengono in equilibrio, i punti di applicazione essendo tutti 
in un piano: mostrare che le forze manterranno il corpo in equi- 
librio comunque esse girino intorno ai loro punti di applicazione. 

4. Un sistema di forze agenti su di un corpo rigido è equiva- 
lente ad una sola forza: mostrare che esso sarà anche equiva- 
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lente ad una sola forza dopo clic il corpo si è fatto girare per un 
angolo qualunque intorno l’ asse delle z, le direzioni delle forze 
rimanendo le stesse, se 

l(X)l(Yz}^l(Y)Z(Xz), 

e 2 (X) E (Zx) + Z(Y)l (Zy) = S (Z) I ( Xx + Yy). 

5. Delle forze agiscono nei vertici di un tetraedro in direzioni 
rispettivamente perpendicolari alle facce opposte, e proporzio- 
nali alle aree delle facce in grandezza: mostrare che le forze 
hanno la proprietà considerata nell’ Art. 106. 

6. Mostrare che dentro di un quadrilatero, che non ha due lati- 
paralleli, non vi è che un solo punto, nel quale le forze agenti 
verso i vertici e proporzionali alle distanze del punto da essi, 
possano essere in equilibrio. 

7. Due forze agenti in un punto sono rappresentate in gran- 
dezza e direzione da linee rette condotte da quel punto: la loro 
somma è costante e la loro risultante è costante in grandezza ed 
in direzione. Trovare il luogo delle estremità delle linee rette 
che rappresentano le fòrze. 

8. Se le forze P, Q, lì agenti nel centro 0 di una lamina cir- 
colare secondo i raggi OA, OB , OC sono equivalenti alle forzo 
P', Q', R' agenti secondo i lati BC, CA, AB del triangolo iscrit- 
to, mostrare che 

P-P' Q.Q' 

BC + CA * AB ~ 


’ 9. Una verga rigida uniforme, di lunghezza 2 a, può girare in 

un piano orizzontale ihtorno al suo punto medio. In una estre- 
mità è legata una fune che passa sopra una carrucola fissa, ver- 
ticalmente al di sopra di quella estremità, e ad una distanza b 
da essa, ed è poi legata ad un .dato peso. La verga si fa allora 
girare per un angolo 0, ed è mantenuta in equilibrio in quella 
posizione per mezzo di una forza orizzontale P perpendicolare 
alla verga nell’ altra sua estremità. Dimostrare che P sarà un 
massimo se 



ò*. 

b * + 4a* ’ 


10. Dimostrare che un sistema di forze si può ridurre in in- 
finiti modi ad una coppia di forze eguali, di cui le direzioni com- 
prendano tra loro un angolo assegnato qualunque’, e trovare la 
distanza fra queste forze quando l’angolo è dato. 

11 
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CAPITOLO Vili. 

Centro di Gravità. 

107. Il peso si misura come le altre quantità per mezzo di una 
unità arbitraria. Se una certa forza diretta in su è necessaria per 
impedire la caduta di un corpo, allora un altro corpo che richiede 
una eguale forza per essere sostenuto si dice di avere un peso 
eguale a quello del primo. Quando due pesi sono stati ricono- 
sciuti eguali, un corpo che richiede per essere sostenuto una 
forza eguale alla somma delle due forze eguali che sosterrebbero 
i due pesi eguali, si dice di avere un peso doppio di quello di 
ciascuno dei due pesi eguali; e cosi di seguito. 

Apparisce dall’ esperimento che il peso di uu dato corpo è in- 
variabile finché il corpo rimane nello stesso luogo sulla superfi- 
cie della terra, ma cambia quando il corpo si trasporta altrove. 
Supporremo perciò quando si parla del peso di un corpo che il 
corpo rimanga in un determinato luogo. 

’ Quando un corpo è tale che il peso di una sua porzione qua- 
lunque è proporzionale al volume di quella porzione esso si dice 
essere di densità uniforme: la densità di un tal corpo è misurata 
dal rapporto che il peso di un volume qualunque di esso serba 
al peso di un egual volume di un altro corpo scelto arbitraria- 
mente, di uniforme densità. 

Il prodotto della densità di un corpo pel suo volume si dice la 
sua massa. 

Quando un corpo non è di uniforme densità la sua densità in • 
un punto si misura così: si trovi il rapporto del peso di un vo- 
lume del corpo preso in modo da includere quel punto al peso di 
un egual volume del corpo di paragone; il limite di questo rap- 
porto, quando il volume diminuisce indefinitamente, è la densità 
del corpo nel punto che si considera. 

108. Si dimostrò nell’ Art. 66 che vi è un punto in ogni corpo 
tale che, se gli elementi del corpo siano sollecitati da forze pa- 
rallele e questo punto sia fisso, il corpo resterà in equilibrio in 
qualunque posizione. 

Ora il peso di un corpo si può considerare come la risultante 
dei pesi delle diverse porzioni elementari del corpo, agenti in li- 
nee parallele e verticali. In questo caso il punto sopra descritto 
come il centro didbrze parallele si chiama il centro (li gravità del 
corpo. Possiamo definire il centro di gravità di un sistema qua- 
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lunque di elementi pesanti come un punto tale che se è sostenuto 
e gli elementi sono con esso rigidamente connessi, il sistema starà 
in equilibrio in ogni posizione. 


109. In questo Capitolo determineremo la posizione del centro 
di gravità in corpi di varie forme. Daremo prima alcuni pochi 
esempli elementari. 

(1) Dati i centri di gravità di due parti che compongono un 
corpo, trovare il centro di gravità dell’intero corpo. 


Dinoti G, il centro di gravità di una parte, e G t il centro di 
gravità dell’altra parte; sia m t la massa della prima parte, ed 
m ì la massa della seconda parte. Si congiunga G,G 2 e si divida 

in G in modo che ,, ' = — , allora G è il centro di gravità 
0r6r» m t 

dell’intero corpo (Art. 37). 


(2) Dato il centro di gravità di un corpo ed anche il centro di 
gravità di una parte del corpo, trovare il centro di gravità della 
parte rimanente. 

Dinoti G il centro di gravità del corpo, e G, il centro di gra- 
vità di una parte del corpo; sia m la massa del corpo, ed mi, la 
massa della parte. Si congiunga G, G e si prolunghi per G in G s , 

in modo che sia = — — 1 — , allora G, è il centro di gra- 
GG , m - mi , * 

vità della rimanente parte. 

(3) Trovare il centro di gravità di una figura triangolare di 
uniforme spessezza e densità. 

Sia ABC una superficie della figura triangolare; si divida per 

metà BC in E\ si congiunga A E; 
si tiri ceb parallela a CEB che 
taglia AE in e. Allora, per i trian- 
goli simili, 



ce : CE :: Ae : AE, 
e he : BE : : Ae : AE, 

quindi ce : CE :: be : BE\ 
ma CE — BE, onde ce — he.. 


Quindi AE biseca ogni linea retta parallela a, BC. Perciò cia- 
scuna delle strisce simili a ceb, nelle quali possiamo supporre 
diviso il triangolo, starà in equilibrio sopra AE, e quindi il cen- 
tro di gravità deve trovarsi nella linea retta AE. 
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Si divida per metà AC in F e si congiunga BF\ questa inter- 
seghi A E in G. Allora, come sopra, il centro di gravità deve, 
trovarsi in BF\ ma esso deve trovarsi in AE\ quindi G è il cen- 
tro di gravità. 

Si congiunga EF. Allora, essendo CE=BE e CF—AF , EF 
è parallela ad AB ed AB—2FE-, e per i triangoli simili, 

EG : EF :: AG : AB, quindi EG = IaG. 

Quindi per trovare il centro di gravità di un triangolo, si divida 
per metà un lato qualunque, si unisca il punto di divisione col 
vertice opposto, ed il centro di gravità cade ad un terzo su que- 
sta linea congiungente. 

Il centro di gravità di un poligono piano qualunque si può tro- 
vare dividendolo in triangoli, determinando il centro di gravità 
di ciascun triangolo, e quindi con l’Art. 66 deducendo il centro 
di gravità dell’ intera figura. 

Possiamo osservare che il centro di gravità di un triangolo 
coincide col centro di gravità di tre elementi eguali situati nei 
vertici del triangolo. Infatti per trovare il centro di gravità di 
tre elementi eguali situati in A, B, C rispettivamente, congiun- 
giamo CB e la dividiamo per metà in E ; allora E è il centro di 
gravità degli elementi in C e B\ si suppongano questi elementi 
riuniti in E; allora si congiunga AE e si divida AE in G in 
modo che EG stia ad AG come la massa dell’elemento in A sta 
a quella dei due in E, cioè, come 1 a 2; allora G è il centro di 
gravità dei tre elementi eguali. Dalla costruzione Gè evidente- 
mente anche il centro di gravità del triangolo AB C. 

Siano le coordinate di A riferite ad assi qualunque aq, y t , 2 ,; 
quelle di B, x ì ,y i ,e i \ e quelle di C, x 3 ,y 3 ,e 3 , allora, peri’ Art. 
66, le coordinate x', y\ s' del centro di gravità di tre elementi 
eguali situati in A, B, C rispettivamente, sono 

(zq+a-j+aq) ; y'=^ (g t +y x +y 3 ) -, (*,+fi+*a) • 

Per quello che è stato ora dimostrato, queste sono anche le coor- 
dinate del centro di gravità del triangolo ABC. 

Si può osservare che nell’ Art. 66 le coordinate possono essere 
rettangolari o oblique. 

(4) Trovare il centro eli gravità di una piramide a base trian- 
golare. 
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Sia ABC la base, e D il vertice; si divida AC per metà in E\ 
• si congiungano BE, DE ; si prenda EF — ^ EB, allora F è il 

O 

centro di gravità di ABC. Si congiunga FD] si tirino ab, bc, co 


u 



parallele ad AB,BC,CA rispettivamente, e DF incontri il piano 
abc in f\ si congiunga bf e si prolunghi sino ad incontrare DE 
in e. Allora, per i triangoli simili, ,ae—ec\ inoltre 

BF DF EF ' 

ma EF — ^BF, quindi ef=\bf\ 

*-> U 

quindi f è il centro di gravità del triangolo abc ; e se supponia- 
mo formata la piramide da un numero infinitamente grande di 
strati triangolari infinitamente sottili paralleli alla base, cia- 
scuno di questi strati ha il suo centro di gravità in DF. Quindi 
il centro di gravità della piramide è in DF. 

Ancora, si prenda EH= \ ED] si congiunga 1IB. che taglia 

o 

DF in G. Allora, come sopra, il centro di gravità della piramide 
deve essere in BH] ma esso è in DF ] quindi G,‘ punto d’ inter- 
sezione di queste linee rette, è il centro di gravità. 
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Si congiunga FII\ allora FIl è parallela a DB. Inoltre essendo 
EF = l EB, sarà FH= \ DB, ed 

U O 

JFf* T )( * 1 11 

Fjj = lDB ’ ma FH = 3 DB ' quindi FG ~ 8 DG = 4 DF ' 

Quindi il centro di gravità è ad un quarto della linea retta che 
congiunge il centro di gravità della base col vertice. 

Nello stesso modo nel quale si dimostrarono i corrispondenti 
risultati pel triangolo, possiamo stabilire quanto segue: 

Il centro di gravità di una piramide coincide col centro di gra- 
vità di elementi di masse eguali situati nei vertici della piramide. 

Siano a?,, y,, z t le coordinate di un vertice; x t , y,, z ì le coor- 
dinate di un altro; e così di seguito; siano x', y', z’ ìe coordinate 
del centro di gravità della piramide: allora 

re' = - (x, + + x, + x 4 ) , 

v' - 4 (ih + >Ji + y-i + i/i) , 

^4 (*«+** + ^ + *«)• 

(5) Trovare il centro di gravità di una piramide qualunque a 
base piana. 

Si divida la base in triangoli; se qualche parte della base è 
curvilinea allora si supponga divisa la curva in un numero infi- 
nitamente grande di linee rette infinitamente piccole. Si con- 
giunga il vertice della piramide con i centri di gravità di tutti i 
triangoli, ed anche con tutti i loro angoli. Si tiri un piano pa- 
rallelo alla base ad una distanza dalla base eguale ad un quarto 
della distanza del vertice dalla base; allora questo piano sega 
ogni linea retta condotta dal vertice alla base in parti che hanno 

10 stesso rapporto di 3 ad 1; e quindi le piramidi triangolari 
hanno i loro centri di gravità in questo piano, e quindi l’intera 
piramide ha il suo centro di gravità in questo piano. 

Ancora, si congiunga il vertice col centro di gravità della 
base; allora ogni sezione parallela alla base sarà simile alla base , 
e se supponiamo divisa la piramide in un numero infinitamente 
grande di strati infinitamente sottili con piani paralleli alla base , 

11 centro di gravità di ciascun strato si troverà sulla linea retta 
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che congiunge il vertice col centro di gravità della base. Quindi 
l’ intera piramide ha il suo centro di gravità in questa linea retta. 

Quindi il centro di gravità è ad un quarto della linea inetta 
che congiunge il centro di gravità della base col vertice. 

(6) Trovare il centro di gravità del tronco di una piramide 
formato da piani paralleli. 

Sia AB Cube il tronco; siano G,g i centri di gravità delle pi- 
ramidi 1)ABC, l)abc\ è chiaro che il 
centro di gravità del tronco deve es- 
sere in gG prolungata; supponiamolo 
in G'. 

Sia Ff=c , AB — a, ab — b. 
Poiché l’ intera piramide DABCb for- 
mata dal tronco e dalla piccola pira- 
mide, perciò, 

GG' peso della piccola piramide 
Gg peso del tronco 

_ voi. della piccola pir. 

voi. della gr. pir.— voi. della pie. pir. 

6 * 

~ a»-6 3 ’ 

poiché i solidi simili stanno come i 
cubi dei loro lati omologhi; 

e Gg — J)G — Dg - (DF - Bf) = ~ c ; 

4 4 



quindi GG' = 

4 rt s — Ir* 

I 

Inoltre GF =| LF = ^ ( DF — Df P er 1® figure simili, 

c a 
~ 4 ' a — b ’ 

quindi FG' = FG- G'G = -3^7-J 

4 1 a — ba 3 — b 3 ) 

_ c a 2 + 2 ab + 3 ò* 

4 a 1 + ab + b* 


Questo è vero per un tronco di una piramide a base qualunque, 
a e b essendo lati omologhi delle due basi. 
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(7) Possiamo per mezzo della teoria del centro di gravità di- 
mostrare alcune proposizioni geometriche. Per esempio: le linee 
rette che congiungono i punti meclii degli spigoli opposti di un te- 
traedro concorrono in un punto che divide per metà ciascuna 
linea retta. 

Infatti si suppongano degli elementi eguali situati nei vertici 
di un tetraedro - , allora per trovare il centro di gravità del si- 
stema possiamo procedere così: Il centro di gravità di una cop- 
pia qualunque di elementi è nel punto medio dello spigolo che 
li congiunge; ed il centro di gravità dell' altra coppia ò nel punto 
medio dello spigolo opposto: allora il centro di gravità del si- 
stema è nel punto medio della linea retta che congiunge i punti 
medii degli spigoli scelti. E si otterrà naturalmente lo stesso 
punto per il centro di gravità del sistema, qualunque coppia di 
spigoli si scelga. Quindi si ottiene il risultato richiesto. 

(8) Ai vertici di un tetraedro sono situati degli elementi, la 
massa di ciascun elemento essendo proporzionale all' arca della 
faccia opposta : mostrare che il centro di gravità del sistema coin- 
cide col centro della sfera inscritta nel tetraedro. 

Siano A,B,C,B i vertici del tetraedro. Sia p la perpendicolare 
da B sulla faccia ABC. Allora la distanza del centro di gravità 
del sistema dal piano ABC 

p X area della faccia ABC 
somma delle aree delle facce 
3 X volume del tetraedro 
somma delle aree delle facce 

E questa espressione è eguale al raggio della sfera inscritta 
nel tetraedro. ' , 

Quindi il risultato richiesto è ottenuto. 

(9) Un poliedro c circoscritto ad una sfera; nei punti di con- 
tatto sono situate delle masse proporzionali alle aree delle facce 
corrispondenti del poliedro: mostrare che il centro di gravità (li 
queste masse coincide col centro della sfera. 

Si prenda il centro della sfera per origine, ed un piano qua- 
lunque per l’ origine per piano delle ( x,y ). 

Dinotino A,,A 2 ,A S) ... le aree delle facce del poliedro, siano 
z l ,z t ,z i , ... le ordinate dei punti di contatto; z' l’ordinata del 
centro di gravità. Allora, per l’Art. 66, 

c , A t z t 4- A t e t + A s z 3 -f ... 

A t + Aj + A 3 + ... 
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Ora la proiezione dell’area A t sul piano 


delle ( x,y ) è i n 

r \ 


cui r, è il raggio della sfera; e similmente per le altre proiezio- 
ni. E la somma di tali proiezioni è zero. Così z'— 0; e siccome il 
piano delle (x,y) è un piano qualunque condotto pel centro della 
sfera, il centro di gravità deve coincidere col centro della sfera. 

Passiamo ora ai calcoli analitici. 


110. In tutti i casi in cui s’impiega il Calcolo integrale per 
determinare il centro di gravità di un corpo il principio è lo 
stesso; il corpo si divide in un numero infinitamente grande di 
elementi infinitamente piccoli; si valuta il volume di un ele- 
mento, e moltiplicandolo per la densità si ha la massa dell’ ele- 
mento. Si moltiplica la massa per l’ascissa dell’ elemento, e tro- 
viamo la somma dei valori di questo prodotto per tutti gli ele- 
menti; il risultato corrisponde al ZPx dell’ Art. 66. Inoltre tro- 
viamo la somma delle masse di tutti gli elementi e così ottenia- 
mo un risultato corrispondente al ZP dello stesso Articolo. Si 
divide il primo risultato per il secondo ed abbiamo il valore di 
x'\ similmente si possono trovare y' e z' . 

Area piana. 

111. Sia CBEH un’ area 
la curva BE, e la porzione 
Cli dell’ asse delle x ; si 
vuol trovare il centro di 
gravità dell' area. 0 pure 
in vece che dell’ area pos- 
siamo domandare il centro 
di gravità di un solido li- 
mitato da due piani paral- 
leli al piano della figura ed 
equidistanti da esso, e da 
una linea retta che si muo- 
ve lungo il contorno CBEll rimanendo sempre perpendicolare 
al piano della figura. Si divida Cli in n porzioni e si suppongano 
tirate le ordinate nei punti di divisione. Rappresentino LE ed 
MQ due ordinate consecutive, e si tiri PN parallela ad LM. 

Sia OL = x, LP = y, LM— Ix, OC = c, OH = h. 

L’ area del rettangolo PM è ylx\ supponiamo che u dinot 
F area di PQN, e sia x t l’ ascissa del centro di gravità dell’ area 

12 


limitata dalle ordinate BC ed EII 

? 
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PQML. Allora se k dinota la spessezza del solido e o la sua den- 
sità, k^{ySkX\u) è la massa dell’elemento PQML. Quindi, se x’ 
è l’ascissa del centro di gravità dell'intera figura CBEH, per 
l’Alt. 66, 

, _ I£px,(^Ax + u) _ Zx t (y\x + «) 

Zkp(y\x + w) Z(ylx + u) ’ 

♦ 

supponendo uniforme la spessezza e la densità. La somma deve 
includere tutte le figure come PQML , che sono comprese in 
CBEH. 

Ora supponiamo che u cresca senza limite, e ciascuna delle 
porzioni LM diminuisca senza limite; allora il termine 2« nel 
denominatore di x’ svanisce; poiché esso esprime la somma di 
tutte le figure come PQN, ed è perciò minore di un rettangolo 
che ha per larghezza Ax e per altezza la massima ordinata com- 
presa tra CB ed HE. Ancora il termine Ix,m nel numeratore di 
x' svanisce, poiché esso è minore del prodotto 7iZw, e come ab- 
biamo ora mostrato, questo nel limite svanisce. Quindi l’espres- 
sione di x' diviene, quando il numero delle divisioni si accresce 
indefinitamente e ciascun termine si diminuisce indefinitamente, 

Ex, y\x 
Zy\x 


Inoltre, x, deve cadere tra x ed x+Ax: supponiamolo eguale 
ad x-\-v, dove v è minore di Ax; allora il numeratore di x' si può 
scrivere 

Zxy\x + Ivylx ; 

e siccome l’ultimo termine non può essere tanto grande quanto 
AxEi/Ax, esso nel limite sparisce. Quindi abbiamo 


_ Zxy Ax 
~ Zy Ax ’ 


cioè, la formola precedente darà il valore esatto dix' quando ac- 
cresciamo il numero delle divisioni indefinitamente e diminuiamo 
ciascun termine indefinitamente , ed estendiamo la somma sullo 
spazio CBEH. Questo si esprimerà secondo l’ordinaria notazione 
del Calcolo integrale così, 



eh 

[ xydx 

C 

■ J 

eh 

1 ydx 
e 


( 1 ). 
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Nello stesso modo possiamo mostrare che 



dove y t è il valore limite dell’ordinata del centro di gravità 
dell’ elemento PQML quando la sua larghezza diminuisce inde- 
finitamente; y t è quindi — 


! c ydx 


( 2 ). 


Dobbiamo ora solamente sostituire in (1) e (2) per y il suo va- 
lore in x, e poi effettuare l’integrazione con i metodi ordinarii. 


112. Non sarà necessario per lo studente nel risolvere un esem- 
pio di ripetere tutto il procedimento precedente. Quando egli 
comprende in che modo si può dare la necessaria esattezza, 
se richiesta, egli può procedere brevemente così. La figura 
PQML=y\x ultimamente, e le coordinate del suo centro di gra- 
vità sono x ed - y ultimamente. Quindi 



le integrazioni essendo prese tra i limiti convenienti. 

113. A meno che non si indichi il contrario, supporremo da ora 
innanzi che i corpi presi a considerare siano di uniforme densità, 
e perciò non introdurremo alcun fattore per rappresentare la 
densità, poiché, come nell’ Articolo 111 il fattore sparirà. 

114. Es. 1. Sia la curva una parabola di cui l’equazione è 


y - 2 \l(ax). 


rh rh rh ? 2 / 

I yxdx I 2\J{ax)xdx I x l dx - (A 

Ih ' = 77 
J ydx I 2 \/((ix) dì 


Qui x' — 


J x,- dx ^ (/< 


o , » 

2 
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Se c=0, x'=-7<, che determina l’ascissa del centro di gravità 

di una porzione di un’ area parabolica che incomincia dal vertice. 
Inoltre 

rh rh rh 


1 r f r 1 

2 / y ì dx 2 aj xdx \Jal xdx - \/a (/i* — c 5 ) 

V JTi rh ± 7 , 

j ydx 2\/dj x* dx J 


i 

x'dx 

C 


O 1 3 


Quando c=0, ?/'=^ *J(ah). 

Es. 2. Sia la curva un'ellisse di cui l’equazione è 

y = V( ftI - <**)• 

fh rh ix fi’ 

/ yxdx | — \/(a 2 - x 2 ) dx I x<J(a 2 — x 2 ) dx 

J c } e 0> J c 

* -7K = = TE 

I / - x /(a 2 — a; 2 ) dx / J(a 2 — £ 2 ) 

le ’J c (l J c 


Qui 


l(,,.-e')ì- T '(«>-V)ì 


typ.» - 1») - C v(«» - f) g / '> _ sen -, 

2 2 \ a a) 

y ~ 7 K 


Inoltre 


/ fi rh 

ydx J \l(a 2 — x *) (?£ 
M 2/i x /tS - c3 l 


kW-W>-cW -c j) 0- / h _ c \ 

2 2 V a «/ 

Se vogliamo il centro di gravità del quadrante dell’ellisse, 
dobbiamo porre c— 0 ed h~a. Quindi 


x — 


4 a 
3ù’ 


, 4 h 

V = 3* 
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Es. 3. Sia la curva una cicloide di cui l’equazione è 
y = \l(2ax — x x ) + a vere - * - ; 

(l 

e supponiamo che si voglia il centro di gravità della metà del- 
l’ area della curva; allora 


Ora 


r-a 

yxdx 

,_/o 

fi" 

/ y x dx 
. J 0 

ir — 

na ' 

L 

^ ria 

ydx 

] 0 

1 = 


yx* 
~ 2 

/ f^)« 

1 ydx -yx- 

\x d Xcl t 
! dx 

-yx-j 

\J(2ax — x *) dx. 

1 y 1 dx = y'x - 

■ 2 h*ì d * 

= y'-x - 

2 j y \! - .**)■ 


Con ciò si troverà 


V^2e\f - ^ 


X ~ 6°’ 


, a ( 3 , 8\ 

'-zi' 


115. Se una curva ha un ramo al di sotto dell’asse delle x 
simmetrico con un ramo al di sopra dell’ asse, e vogliamo il cen- 
tro di gravità dell’ area limitata dai due rami e dalle ordinate 
tirate alle distanze c ed h dall’origine, abbiamo 


ed 


,-k eh 

2 / yxdx / yxdx 
, J c J c 

c =-7S = 7S 

2/ ydx / ydx 

y’ = 0. 


116. Sinora abbiamo supposto gli assi rettangolari ; se essi 
sono obliqui ed inclinati sotto un angolo w , allora la figura 
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PQ3IL (si vegga la iìg. nell’ Art. Ili) sarà = amnoylx ultima- 
mente. Quindi le forinole (1) e (2) dell’ Art. Ili rimangono vere , 
poiché senio si trova come fattore nel numeratore e nel denomi- 
natore, e si può perciò cancellare. 

117. Alle volte è conveniente di adoperare forinole polari. 
•Supponiamo che si voglia il centro di gravità dell’ area compresa 
tra un arco di curva e due raggi vettori condotti dal polo. Al- 
lora l’ area elementare sarà ultimamente - r 2 S0, ed il suo centro 

di gravità si troverà ultimamente, come quello di un triangolo, 
sulla linea retta condotta dal polo al punto medio della corda 
della curva, e ad una distanza di due terzi di questa linea retta 
dal polo. Quindi l’ascissa e l’ordinata di questo centro di gra- 
vità saranno ultimamente 

2 2 

- r cos 0 , e ^ r sen 0 rispettivamente, 
o o 

fi 

Quindi x' — — 


r 2 \ 2 f 

I grsenQ -r 1 dO gl r’senQdO 

fl^cIO f r*dO 

In queste forinole dobbiamo porre per r il suo valore in ter- 
mini di 0 dato dall’ equazione della curva; dobbiamo quindi in- 
tegrare da 0— a a 0— p, supponendo che a e £5 siano gli angoli che 
i raggi vettori che terminano l’area fanno con l’asse polare. 

Area piana. Doppia integrazione. 

118. Vi è un altro metodo di dividere un’area piana in ele- 
menti. Si tiri una serie di linee rette parallele all’asse delle y 
cd un’ altra serie di linee rette parallele all’ asse delle x. Si con- 
sideri uno dei rettangoli formati da queste linee rette; e suppo- 
niamo che siano r ed y le coordinate del vertice più vicino all’ ori- 
gino, ed x+\x ed y-\-ky le coordinate del vertice opposto. Allora 
l’area del rettangolo è A x\y, e le coordinate del suo centro di 
gravità sono ultimamente x ed y. Quindi, per trovare l’ascissa 
del centro di gravità di un’area piana qualunque, possiamo pren- 


r cos0 5 r 2 d0 

Ci 


I 


r 3 cos 0 dO 


fi 


r 2 d0 


I 


r 2 dO 
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ilere la somma dei valori di xlxly per il numeratore, e la som- 
ma dei valori di AxAy per il denominatore, Ar e Ai/ essendo di- 
minuiti indefinitamente. Ciò si esprime cosi, 


Similmente 


x = 


y = 


jj xdxdy 
jj dxdy 
jj ydxdy 
Jj dxdy 


119. Supponiamo, per esempio, che l'area sia limitata da due 
ordinate, e da due curve. Sia y=o(x) l’equazione della curva su- 
periore, ed y~ty(x) l'equazione della curva inferiore; siano c ed 
h le ascisse corrispondenti alle ordinate estreme. Allora la pri- 
ma integrazione rispetto ad y dovrà estendersi tra i limiti y—'ij(ì :) 
ed y- c(x), e la seconda integrazione rispetto ad x tra i limiti 
x=c ed x-h. Si avrà così 

rh 


j c x j <?(*) - $(*) ! fa 


Similmente 


y- 


f c 1 ?(*) - 4 >(*) ! fa 

, 

J e i <p(«) - <K«) ì fa 


120. Alle volte sarà più conveniente d’integrare le forinole 
nell’ Art. 118, prima rispetto ad x e poi rispetto ad y. Per esem- 
pio, se l’area data è compresa tra le linee rette y—c', ed y—h', 
e le curve ({<(#), ed x=<?(y), otteniamo 


x — ■ 


U?(y) }*- jtyy) !*]<** 
f , i 9(y) -$(y)\ fa 

J c 

.y I ?(y) - <Hy) i fa 

• r. 


9=7, 


J c , \ - ¥v) ! fa 


Digitized by Google 



96 


CENTRO DI GRAVITA. 


121. Daremo ora le formole polari con doppia integrazione. 

Si tiri dal polo una serie di linee rette, e si descriva una serie 
di circoli che abbiano per centro il polo. Si consideri uno degli 
elementi quadrilateri formati con questo modo di dividere un’a- 
rea piana; siano r e 0 le coordinate polari del vertice più vicino 
al polo ed all’asse polare, r+Ar, e 0+AG le coordinate del ver- 
tice opposto; allora l’ area dell’ elemento sarà ultimamente rAQAr, 
e l’ ascissa e l’ ordinata del suo centro di gravità saranno rcos 0 
ed rsen 0 rispettivamente. Quindi otteniamo 


,11 


r cos 0 rrfO dr 


II 


rd(i dr 


Similmente 



cos 0 <76 dr 


rdh dr 



r 1 sen 0 (70 dr 


II 


rd 1 ) dr 


• 

Supponiamo che l’area sia limitata da due curve, e da due 
raggi vettori. Sia r— <p(Q) l’equazione della prima curva, r=t|/(G) 
quella della seconda; e siano a e p gli angoli che i raggi vettori 
estremi fanno con l’ asse polare. Allora la prima integrazione ri- 
spetto a 0 deve estendersi tra i limiti r=i(Q) ed r=<p(0), e la 
seconda integrazione rispetto a 0 tra i limiti a e Si avrà così 

|^cos0[^(0)}*-i«K0)i»]rf0 

— p 

[ [{<?(0)! , -ìW!*l^ 

J 2 

Similmente, 

ff senO [| ? (0)| s - {d»(0)|* ]d0 

y ~ TP • 

I n?(0)! l -i<KG)!*]c70 


122. Come un esempio cerchiamo il centro di gravità di un 
settore di circolo. Si prenda per polo il centro, e per asse polare 
uno dei raggi del settore; sia a il raggio e p l’angolo del settore. 
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Si avrà allora 

f a f? 


x = ■ 


ff 


r 2 cos 0 dr dO sen E / r* dr 


>r.' 


IX 


rdr d 0 




r 

| / r 2 sen 0 dr dO 
, j oJ o 


rdr 

(1 — cos P)j r 2 dr 


_ 2a sen p 
~ 3p ’ 


Jf 2a (1 — cos P) 


rdr dO 




rdr 


3p 


Per ottenere il risultato nella forma più semplice, possiamo 
procedere così; il centro di gravità deve trovarsi sulla linea retta 
che bisega l’angolo del settore. Quindi prendendo questa linea 
retta per la linea iniziale ed usando le coordinate polari, abbia- 
mo y'-O, ed 


r r 1 

/ / , r 2 cosOdrdO 4asen^3 
4 J oJ -b* = 


3p 


« '-IP 


rdr d 0 


Solido di rotazione. 

123. Sia un solido generato dalla rotazione della curva BPQE 
intorno l’asse delle x, e 
supponiamo che si voglia 
il centro di gravità di una 
porzione di esso compresa 
fra due piani perpendico- 
lari all’asse di rotazione. 

Siano le coordinate di un 
punto P della curva x ed y, 
e sia x+lx l’ascissa di un 
punto adiacente Q. Sicco- 
me la curva gira intorno 
all’ asse delle x, l’ area PQML genererà un volume che è ulti- 
mamente eguale a ny^lix. Inoltre l’ ascissa del suo centro di 
gravità sarà x ultimamente. Quindi 



J r.y % xdx J y 1 xdx 
fxy 2 dx I y 1 dx 


13 
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Il centro di gravità del solido si trova evidentemente nella 
linea retta Oz, sicché richiediamo solamente il valore di x' per 
determinarne la posizione. 


124. Es. 1. Si cerchi il centro di gravità di una porzione di 
un paraboloide. Supponiamo y % =iax l’equazione della parabola 
generatrice, e che il solido sia limitato dai piani distanti e ed h 
rispettivamente dall’origine; allora 



4 ax 1 dx 


4 axdx 



h 3 — c 3 
A 2 - c 2 ' 


< Se si pone c=0 troviamo per il centro di gravità di un seg- 
mento di paraboloide cominciando dal vertice 


Es. 2. Si cerchi il centro di gravità di una porzione di una 
sfera compresa fra due piani paralleli. 

Sia l’equazione del circolo generatore; 

f (a* — x 1 ) xdx ^ a 2 (7t 2 — c 2 ) — \ (1 i* — c K ) 

_J « 2 4 

7^ i ■ 

/ (a* - x % ) dx a 2 (h — c) — ^ (li 3 - c 3 ) 

J C o 


Se si pone 0 ed h—a, troviamo per il centro di gravità di 
un emisfero 3 


Es. 3. Trovare il centro di gravità del solido generato dalla 

CO 

rotazione della cicloide y=^(2aa:— a: 2 )+tt vers -1 - intorno l’asse 
delle x. n 


Qui 


j: 


y l xdx 


r: 


y* dx 


Eseguendo le integrazioni col porre vers - * - = 0, onde si ba 
a;-a(l-cos0), si troverà 


, (63 ti 2 - 64 ) a 

X ~ 6(9 t 2 — 16) ’ 
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125. Se un solido di rotazione è formato col girare una curva 
intorno l’asse delle y, troviamo per la posizione del centro di 


gravità 


y = 


f ydy 

f x 2 ydy 

J ita:* dy 

J x*dy 


X 

Per esempio, la cicloide y~^(2ax— a:*)-f avers -1 -, giri intor- 

d 

no l’asse delle y, e supponiamo che si voglia il centro di gravità 
del volume generato da quella metà della curva per la quale y è 
positiva. Qui 



ed osservando che, nel presente caso, le integrazioni rispetto ad 
y tra i limiti 0 e ira corrispondono ad integrazioni rispetto ad x 
tra i limiti 0 e 2a, si avrà 


f* a . (2 a-xX* P* 

J — x — / I ~ xi )dx 

I* *> ix f 0 * ' ,<2 “ - x ’-> di 


=( 


16 it*\2a 

9 + ~i)n 


126. Si può trovare anche conveniente in alcuni casi di ado- 
perare formolo con doppia integrazione. 

Supponiamo che la figura immaginata nell’Art. 118 giri in- 
torno l’asse delle x\ siano x,y ed x+ \x, y+\y le coordinate di 
due vertici opposti del rettangolo elementare Airi y. L’area di 
questo rettangolo genera con la rotazione un anello elementare, 
il volume del quale è z(y-\-\y) 2 lx— zy 2 ikx\ questo si può ultima- 
mente porre eguale a 2ir ybykx. I] centro di gravità di questo 
anello è sull’asse delle x, e la sua ascissa è ultimamente x. Quin- 
di procedendo come sopra avremo ultimamente 

rh r<}(x) 

1.1 «*•****• 

x f h /■?(*) ’ 

il****‘ i> 
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in cui y— tj;(x) ed y~y(x) sono le equazioni delle curve limiti in- 
feriore e superiore, e c ed li sono le ascisse dei piani che limi- 
tano il solido di rotazione perpendicolarmente al suo asse. 

Similmente, se il solido è formato dal rotare l’area racchiusa 
tra due curve intorno all’ asse delle y, avremo 

eh' my) 

/ / xy dy dx 

, J C 'J W 
J rh' mw) 

I I xdy dx 

Jc'U/iy) 

0 pure possiamo usare forinole polari. Supponiamo che la fi- 
gura immaginata nell' Art. 121 giri intorno all’asse delle x\ 
siano r , 6 ed r+Ar, 0+A0 le coordinate polari di due vertici op- 
posti del quadrilatero elementare rAO Ar. Il volume dell’ anello 
generato dalla rotazione dell’ area di questo quadrilatero è ulti- 
mamente 2i:rsen0r Ar AO; e l’ascissa del centro di gravità del- 
l’anello è ultimamente rcosO. Quindi 


//" 

X' = — 


3 senO cosOrfOdr 


fi ' 


r 1 sen 0 d 0 dr 
Similmente se la figura gira intorno l’asse delle y 
r 3 cos 0 sen 0 dQ dr 


, Il ■ 

y =-r, 


I! 


r 1 cos 0 f/0 dr 


Abbiamo finora supposto che il solido di rotazione sia di uni- 
forme densità; se fosse altrimenti le forinole dovrebbero modi- 
ficarsi. Per esempio, si prenda la prima forinola in questo Arti- 
colo; supponiamo che p dinoti la densità nel punto (x,y). Allora 
la massa dell’anello che si considera sarà ultimamente 2zpyly\x. 
Quindi 


x = 


/:/: 


?<*) 

il(x) 


pyx dx dy 


fh r?( r ) 

JcJmx) ' 


py dx dy 


E p essendo supposta una funzione nota di x ed y, le integra- 
zioni non presentano alcuna difficoltà teoretica. 
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Similmente si può modificare la forinola polare. Per esempio, 
invece della forinola data precedentemente per x' otteniamo ora 


fi pr 3 s 

X' ~ 


sen 0 cos 0 dO dr 


II 


pr 1 senO dOdr 


In questo caso p deve essere esprimibile come una funzione 
di re 0, affinchè le integrazioni siano praticabili. I casi più co- 
muni sono due; nell’uno la densità dipende solamente dalla di- 
stanza da un punto fisso sull’asse di rotazione, sicché pi-endendo 
questo punto come origine p è una funzione di r; nell’ altro caso 
la densità dipende solamente dalla distanza dall’asse di rotazio- 
ne, sicché p è una funzione di rsenO. 


Solido qualunque. 

127. Per trovare il centro di gravità di un solido lo dividiamo 



in elementi come segue: si tiri una serie di piani perpendicolari 
all’ asse delle x, allora due piani consecutivi comprenderanno tra 
loro uno strato come LplmqM nella figura: si tiri una seconda 
serie di piani perpendicolare all’ asse delle y, allora ciascuno 
strato è diviso in strisce come PpqQ nella figura; finalmente, si 
tirino dei piani perpendicolari all’asse dello z, allora ciascuna 
striscia è divisa in parallelepipedi come st nella figura. Siano 
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x,y,z le coordinate di s ed x+lx, y+ly, z+\z quelle di f; allora 
A x\y\z è il volume di st, e siccome le coordinate del suo centro 
di gravità sono ultimamente x,y, e z, abbiamo 


j'j'j xclx dy dz j'jj ydx dydz J jj zdx dy dz 

x’ = — , y’=— , *' = — 


/// 


dx d y dz 


lì! 


dx dy dz 


IH dxdy 


dz 


128. Nell’ applicare le formole precedenti ad esempii, è neces- 
sario porre gran cura nell’ assegnare i limiti delle integrazioni; 
ciò sarà illustrato dall’Esempio. 

Es. Trovare il centro di gravità dell’ottava parte di un ellis- 
soide tagliata dai tre piani principali. 

Sia T equazione della superficie 


x 2 y- z* 

(- — -t = 1. 

fl 2 T ò* C 2 


Allora l’ equazione della curva secondo la quale la superficie in- 
contra il piano delle ( x,y ) è 

a 2+ 6 2 

S’integri prima rispetto a z, e si prendano per limiti z = 0 e 

*W(‘-5-S) ; includiamo così tutti gli elementi come st 

che formano la striscia PpqQ. In seguito s’integri rispetto ad y 

e si prendano per limite y - 0 ed y=b \j fi — “^Y includiamo così 

tutte le strisce come PpqQ che formano lo strato LplmqM. Fi- 
nalmente s’integri rispetto ad x, e si prendano per limiti x=0 
ed x—a\ includiamo così tutti gli strati LplmqM che formano il 
solido che si considera. Quindi 


in cui 


x /•“ [Vi fi I ’ 

io/J.***- 

i poniamo z l per c^(l - ~ t - p) , 
ed y, per 
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Eseguendo le integrazioni si ottiene 



(*- 

x * y 1 

a* 

j dx dy 1 

*a 

xy* dx 

0 

r.t: v( 

0 

x 1 y"-\ 
a* “ 6V 

(‘-3 

dx dy J 
1 x dx 

3 a 

1 y, 2 dx 
0 

T.< 

(>-?.) 

| dx 8 


Similmente y' = — , z' = — . 

O O 

In questo esempio possiamo eseguire le integrazioni con eguale 
semplicità in quell’ordine che ci piace; se integriamo prima ri- 
spetto ad x, poi rispetto ad y, e finalmente rispetto a g, avremo 


, m: 
* = ... 


xdz dy dx 


m: 


dz dy dx 


in cui x, sta per a 
ed y t sta per b 



Questo si vedrà facilmente disegnando una figura in modo da 
fare i piani che terminano lo strato paralleli a quello delle (x,y) , 
e gli spigoli della striscia paralleli all’ asse delle x. 


129. È spesso conveniente di dividere un solido in elementi 
polari. 

Si tiri una serie di piani per l’asse delle z\ il solido è così di- 
viso in strati a forma di cunei come COML. Si descriva una 
serie di coni retti intorno all’ a3se delle z avendo i loro vertici 
in 0; così ciascuno strato è diviso in solidi piramidali come 
OPQS. Finalmente, si descriva una serie di sfere concentriche 
intorno ad 0 come centro; così ciascuna piramide è divisa in 
elementi simili a pqst. 

Sia xQL — y, COP = b, Op — r, 

£Odf=Acp, POQ = AO, pt^lr. 
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Allora pq è l’arco di un circolo di cui il l'aggio ère l’angolo 
AO; quindi pq=r\0. 



Inoltre ps è l’arco di un circolo di cui il raggio è r senO e 
l’angolo A<p; quindi ps^rsenOA?. 

Quindi, poiché l’ elemento pqst è ultimamente un parallelepi- 
pedo, il suo volume è r 2 sen 0 AO Ao A r. 

Ancora le coordinate del suo centro di gravità sono ultima- 
mente rcostpsenO, rsencpsenO, ed reosO. Quindi supponendo 
che la sua densità sia p, abbiamo 


x = 


j'jj p r 3 sen 2 0 eos 9 d<p (Vi dr 


p r 2 sen 0 d<? (Vi dr 


y= 
*' = 


I Ij or 3 sen 2 0 sen 9 do (Vi dr 
jjj p r 2 sen 0 dtf d<i dr 
IH p r 3 sen 0 cos 0 dcp dù dr 
IJ I p r 2 sen 0 d 9 dr 
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130. Es. 1. Applicare le formolé precedenti a trovare il centro 
•li gravità di un emisfero di cui la densità varia come l’»" 1 * po- 
tenza della distanza dal centro. 

Si prenda l’ asse delle z perpendicolare al piano base dell’emi- 
sfero. Sia a il raggio dell’emisfero, e p=p.r'*, in cui pi è una co- 
stante. S’ integri prima rispetto ad r da 0 ad a; includiamo così 
tutti gli elementi come pqst compresi nella piramide OPQS. In 

seguito s’integri rispetto a 0 da 0 ad ^ -, includiamo così tutte 

le piramidi nello strato COML. Finalmente, s’integri da ^p=0 
a tp— 2ìt; includiamo così tutti gli strati. Così 


V 

i \’*s % 


j « J o / r "~ 3 sen 0 cos 0 dtp dO dr 

5 - 

m a 

r n+i sen 0 do d f J dr 
o 


,t -j-1 I j sen cos ® dtp d ! > 


« + 4 

jc' ed y' ciascuna =0. 


i:i : 


n+ 3 
n-i-4 


sen 0 dtp df) 


a 

~2 ’ 


Es. 2. Un cono retto ha il suo vertice sulla superficie di una 
sfera ed il sno asse coincidente con un diametro della sfera, tro- 
vare il centro di gravità del solido incluso tra il cono e la sfera. 
Si prenda l’ asse delle z coincidente con quello del cono; si sup- 
ponga a il raggio della sfera, il semi-angolo al vertice del co- 
no. L’ equazione polare della sfera è r—2a cosO, e quella del cono 
(I- £3. Quindi abbiamo 


,•£ fin coa'i 


rir 

i _ J » J <y o 


r 3 cosO senO dtp d ( i dr 


z = 


,•**/• 6 /lOcosfl 

r* senO dtp <Z0 dr 

.1 o 3 oj <i 


j' ed y' ciascuna =0. 


Curva. 

131. Supponiamo che un circolo di raggio variabile si muova 
in modo che il suo centro descriva una curva data ed il suo piano 

14 
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sia sempre perpendicolare alla tangente della curva, possiamo 
domandare il centro di gravità del solido generato. Il caso più 
semplice è quello in cui il raggio è costante ed il solido di uni- 
forme densità; il risultato dipende unicamente dalla natura della 
curva descritta dal centro del circolo, e per brevità il procedi- 
mento si chiama trovare il centro di gravità di una curva. 

Sia BPQE una curva piana; BP la lunghezza misurata da 
un punto fisso B , BP — s , . 

PQ — Xs; x, y le coordinate J 
di P. Dinoti k l' area di una 
sezione trasversale; allora il 
volume dell’ elemento PQ è 
kls, e le coordinate del suo 
centro di gravità sono ulti- 
mamente x ed y. Quindi o 

jr 



x — 


1 kxds j 

fxds 

j kds J 

f ds 


(1) se k è costante, 


y -■ 


scrivere ancora 


j kds j ds 

Poi'Uè J = \f| I+Gs)’}. 1>»“» 

, jW{ i+ (t)V , /Wi i +(t)ì*' 
= AHDK 9= A/HD’k 


r’» 


( 3 ). 


Dall’ equazione della curva y e ~ sono conosciuti in termini 

di x\ i loro valori si debbono sostituire nelle espressioni prece- 
denti e poi effettuare le integrazioni. 

Se adoperiamo le coordinale polari abbiamo x=m>s6, y—rsenQ 

•S-lrt-GDT 
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Quindi 

r-Wh&DV 

*' = jVWdOV» ' 

i 

c7i* • 

per re — dobbiamo sostituire i loro valori in termini di 0 dati 
dall'equazione della curva. 



f r co 3f Vr + (|)ì f !l . I 


132. Es. 1. Una verga rettilinea di uniforme spessezza e 
densità. 

Prendendo l’origine sulla linea abbiamo y=fix, in cui £ è co- 
stante; quindi, per le equazioni (3) dell’ Art. 131, supponendo 
1’ origine in un estremo della verga ed h 1’ ascissa dell’ altro 
estremo, rh 


f 


X — 


h 

2 ’ 


y' = 


fa'* 

J 0 




Cioè, il centro di gravità è il punto medio della verga. 


Es. 2. Supponiamo che la sezione trasversale della verga varii 
come l’« ma potenza della distanza da un estremo. Si prenda l'o- 
rigine in questo estremo, e si faccia coincidere l'asse delle x con 
l’asse della verga; allora y'—O, e nell’equazione (1) dell’Art.181 
poniamo j jl.c" per h, in cui ;jl è costante. Quindi, se li è la lun- 
ghezza della verga, 


fi' 


x n+i ds 

x n+i dx 

_J o _J 

’ 0 

“ fh 

f h 

x n ds 

1 x n dx 

J 0 J 

' 0 


Es. 3. Un arco di circolo. 

Si prenda l’origine nel centro del circolo, e 1’ asse delle x che 
divida per metà l’arco. Allora y'~ 0; e supponendo che sia 2a 
l’angolo sotteso al centro dal dato .arco, ed a il raggio del cir- 
colo, abbiamo, per l’Art. 131, equazione (4), 

u- I cosG dO 

, J-i a sena 

x — — ~ . 

» L- ‘ 
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Es. 4. L’arco di una semicicloide. 

Si prenda l’origine al vertice, e per asse delle y la tangente; 
, ( dy\ ì 2 a — x . 

allora {■£) = z ~T~ : quindl 


/rwd)* p- 


2 ^ 


J 


Idr_f 

20 ^dx 
o y# 


r.v(?) 

1 dx 

p°dx 
J 0 \lx 


2™(2a)*-|(2„)* 


2(2n) 


= ('- §)“• 

1 ✓ £ _ X 

Es. 5. La curva y = ~c\e c + e c ) . 

Se s, dinota la lunghezza di un arco della curva misurato dal 
punto di cui le coordinate sono 0, c, al punto (x, , y t ) abbiamo 
per le coordinate del suo centro di gravità 

P‘ ds f* . ds , 

I x—dx y-rdx 

, J o dx . } o dx 

x = , y' = . 


Ora 

quindi 


ds 

dx 




così 

Con ciò si troverà 


), ed .,=| 


” c 


c ( y.-_g) 

s« 


ed 


, Vi ex. 

»y = — H — . 
J 2^2 s, 
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133. Se la curva è a doppia curvatura, le forinole (1) e (2) 
dell’ Art. 131 valgono ancora; per effettuare le integrazioni dob- 
biamo usare la formolo 


ds v/ ( i ( dx Y ( d A 2 l- 

^ = V ( 1 + W + W )’ 


. dx dy . 

e dalle due equazioni della curva dobbiamo trovare — e ^ in 
termini di z. Per esempio, nell’elica 


x — a cos nz , y = a sen nz ; 
ds 

quindi ^ = \/ (1 + 

1^/(1+ n'a 1 ) xdz I a cos nz dz 

=r* — r= — 

j'^(l+n i a i )dz jdz 

Se prendiamo per limiti z— 0 e z=h, abbiamo 

, a sennh 


Similmente y — 


t «(1 — cos n/i) 


Superficie di rotazione. 

134. Sia BPQE una curva che girando intorno all’asse delle 
x genera una superficie. Supponiamo un guscio di cui questa su- 
perficie è il limite esterno e di 
cui il limite interno è un' altra " 
superficie di rotazione intorno 
all’ asse delle x infinitamente 
vicina alla prima. Si cerca il 
centro di gravità di una por- 
zione di questo guscio tagliata 
da piani perpendicolari all’as- 0 
se delle x. 

Siano P, Q, punti adiacenti nella curva generatrice esterna; 
si supponga B un punto fisso nella curva, sia BP=s, e P<2=As; 
siano x, y le coordinate di P; k la spessezza del guscio in P. Il 
volume dell’ elemento contenuto tra due piani perpendicolari 
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uH’asse delle x per P e Q rispettivamente è ultimamente 2TiyJc±s, 
e l’ascissa del centro di gravità di questo elemento è ultima- 
mente x\ quindi 




se k è costante. 

Poi'kè g = + (!)’}, abbiamo 



in cui c ed h sono le distanze dall’origine dei piani estremi. 

Poiché il centro di gravità richiesto è sull’asse delle x, è ne- 
cessario solamente il valore di x'per determinarne la posizione. 

Similmente, se la curva 1‘BQE genera una superfìcie girando 
intorno all’asse delle y , abbiamo 


0 Wi 

[l+l 

(l) ! 

| dx 

CWi 

l. + l 


| (ÌX 


in cui c ed h dinotano come sopra le ascisse delle estremità della 
curva. 

Se usiamo le coordinate polari, abbiamo .r=rcos9, y=r senO, e 



così se la curva gira intorno l’asse delle x, abbiamo 



senO cos 9 


ir* 

♦( 

m) 

1*} dO 

1 

1 r sen 9 y • 

k 

bl 

(dr 

KdO 

)1 

dO 


e se la curva gira intorno l’asse delle y, abbiamo 
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1 r ! cosO senO |i 

*+( 

r dr\ 

KdO) 


/ rcos Oy/jr* + 

fdr" 
\d0 , 

)> 


I limiti delle integrazioni sono i valori di 0 che corrispondono 
alle estremità della curva. 


Es. 1. Una superfìcie cilindrica. 

Si prenda l’asse del cilindro per asse delle x ; allora y è eguale 
al raggio del cilindro, ed è costante; quindi 


/'« 1 

I xdx g (li 2 — c 2 ) 

f h dx 
J r 


k — C 


Es. 2. Una superfìcie sferica. 


/( + c 

~T~ 


Qui 


quindi 


y = x /(ct ! - x l ) , 
dy x 

dx x /(« 2 - **) ’ 


ds a _a 
dx ~ V(° s — * l ) ~~ V ' 



ax dx 


a dx 


c + li 
2 ' 


Quindi in tutti e due questi esempli il centro di gravità è ad 
eguale distanza dai due piani estremi. 

Es. 3. La superficie di un cono. 

Qui !/=xtana, in cui a è il semi-angolo al vertice, 


ds 

— = seca, 


[h 

x tan a x sec a dx 

,, 

f h 

I x tan a sec a dx 


x = 


2 (/e’ 1 - c 3 ) 

3 (7/* — c*j 


2 (h 2 + he + c«) 
3 (li + c) 
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Es. 4. Supponiamo che la cicloide 



JC 

y — \ì (2 ax — x 2 ) + a vers -1 - 

a 

giri intorno l’asse delle x. 


Qui 

tly K 2 a — 

dx ~ V V a; / ’ 

ds l/2a\ 

dx ~ V \ x ) ’ 


, f.WGF)''' 

x — 

fin 1 

1 yx i dx 
J 0 

(*•08* 


f 2» _J 

J ( yx 2 dx 


* 



Es. 5. Supponiamo che la cicloide 


!/ — \ì (2 ax — a; 2 ) + a vers 



giri intorno l’asse delle y, e si voglia il centro di gravità della 
superficie generata da cpiella metà della curva per la quale la \j 
è positiva. 





Superficie qualunque. 

135. Siavi un guscio che abbia una data superficie per uno dei 
suoi limiti, e supponiamo la sua spessezza infinitamente piccola. 
Siano x, y , z le coordinate di un punto qualunque della data su- 
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perfide, k la spessezza in quel punto, AS l’area di un elemento 
della superficie ivi, allora klS è ultimamente il volume di que- 
sto elemento, ed x,y,z sono le coordinate del suo centro di gra- 
vità; quindi 




kxdS 


I 


kdS 


e simili espressioni si hanno per / e/ , 

È dimostrato nel Calcolo integrale che se prendiamo A S tale 
che la sua proiezione sul piano delle (x, y) sia il rettangolo 

45 Vi i+ (S)’ + (£)l' ,uim * n “ M ‘ e - 


A* A y 


Quindi x’’ = -t 


// WHS)’ ♦(£)>*■ 


dyj 

Es. La superficie dell’ottava parte di una sfera 
Qui x ì + y t -|- e ì — a 2 , 

VNI0Mf)V * 


Quindi 


J 

7/ 


V (a* - ** - y *) 

x dx dy 


J(a i -x i -y ì ) 
dx dy 

V (a 2 - x* - y 1 ) 


S’integri prima rispetto ad y da Tj= 0 ad y = ^(a 2 — z 2 ); inclu- 
diamo cosi tutti gli elementi che formano la striscia della super- 
ficie di cui LìmM è la proiezione sul piano delle (x, y); si vegga 
la fig. dell’ Art. 127. 


Ora 


quindi 



d V _ 1 r . 

sj (a 1 — x* — 2/*) — 2 


j-zxdx j 

f xdx 

A** j 

\ dx 


15 


Digitized by Google 



114 


CENTRO DI GRAVITA. 


I limiti dell’integrazione rispetto ad x sono 0 ed a; 


quindi 



Similmente 



136. Negli Articoli precedenti abbiamo dato le formole usuali 
per trovare i centri di gravità dei corpi, ma si possono incon- 
trare dei casi particolari che vanno più convenientemente trat- 
tati con metodi speciali. Aggiungiamo alcuni esempii. 

(1) Un circolo gira intorno ad una sua tangente per un angolo 
di 180°; trovare il centro di gravità del solido generato. Si pren- 
da per asse delle y la tangente intorno a cui il circolo gira, e 
per asse delle x il raggio condotto al punto di contatto nel piano 
che divide per metà il solido; il centro di gravità cadrà perciò 
sull’asse delle». Essendo x e y le coordinate di un punto del 
circolo, sarà y=^J(2ax—x i ). 

L’elemento ylx del circolo con la sua rotazione genererà un 
guscio semi-cilindrico, di cui il volume è ultimamente 2 yuxlx\ 
il centro di gravità di questo guscio sarà sull’asse delle x ad una 
2 » 

distanza — dall’origine (si vegga l’Art. 132, Es. 3); 
ir 


quindi 


rt° 2x 2f i0 

j o -2jwr<i* 

" rta 

I 2 yu x di 


na 

\yxdx 


5a 
2u ‘ 


(2) Un guscio ha per suoi limiti interno ed esterno due ellis- 
soidi simili e similmente situati; si cerca il centro di gravità 
della sua ottava parte inclusa fra i tre piani principali. Siano 
a,b,c i semi-assi dell’ellissoide esterno, ra,rb,rc quelli dell’el- 
lissoide interno, r essendo una quantità minore dell’unità. 

Se a, b, c sono i semi-assi di un ellissoide; il volume della sua 


ottava parte è - uabc, e le coordinate del suo centro di gravità 
3 3 3 

sono 5 a, 5 6, e 5 c (si vegga l’Art. 128). Quindi 

o o o 


1 


-a— uabc = 5 ra • - sillabe + ( - c uabc - ? ur 2 3 abc 


8 6 


8 6 


0 


1 


C ); 
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quindi 


x' = 


g « (1 - **) 
1 - r> 


_g«- 


1 + r + r* + r 3 
1 + r + r- 


Se supponiamo il guscio infinitamente sottile, dobbiamo porre 
r=l , ed allora x' = - a. Simili risultati si possono trovare per 

U 

y' e e'. 

(3) Un ellissoide è composto di un numero infinito di gusci in- 
finitamente sottili; ciascun guscio ha per suoi limiti interno ed 
esterno due ellissoidi simili e similmente posti; la densità di cia- 
scun guscio è costante, ma la densità varia da guscio a guscio 
secondo una data legge; determinare il centro di gravità dell’ot- 
tava parte dell’ellissoide inclusa fra i tre piani principali. 

Rappresentino x,y,z i tre semi-assi di un ellissoide; allora il 

volume dell’ellissoide è xyz. Supponiamo che y—mx e z-nx, 


in cui m ed n sono costanti, allora il volume diviene 


4 tmu 


se vi è un ellissoide simile che ha x-\-Xx pel semiasse corrispon- 
dente al semiasse x del primo ellissoide, il volume del secondo 

ellissoide sarà (x+Xx) 3 . Quindi il volume del guscio limi- 

O 

tato da due ellissoidi simili e similmente posti si può dinotare 
con - ~* >m }(x+ Air) 3 — # 3 5 , e quindi con 4ir mnx t Xx quando la spes- 

O 

sezza è diminuita indefinitamente. Dinoti tf(x) la densità del gu- 
scio, allora la sua massa è 4:Timn<f(x)x' ì Xx. Così la massa dell’ot- 
tava parte del guscio è — 7 r-(f(x)x ì Xx . E l’ascissa del centro di 

“ x ' 

gravità del guscio misurata secondo il semiasse x è ^ , per l’ e- 

sempio precedente. Così per l’ascissa x' del centro di gravità 
abbiamo 


x — 


f a r.mn , v .. 
J o -g-t?(x)x*dx 

lf o x 3 '?(x)dx 

~ 7 * ’ 

I x*<p(x)dx 
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in cui a è il semiasse della superficie esterna corrispondente al 
semiasse x. Quando <p(:r) è data le integrazioni si possono com- 
pletare; e quando si conosce x' , le altre coordinate del centro di 
gravità si possono dedurre per simmetria. 

(4) Una corda di un’ellisse stacca un segmento di area costan- 
te, determinare il luogo del centro di gravità del segmento. 

Se una corda stacca un segmento di area costante da un cir- 
colo, è evidente per la simmetria della figura che il luogo del 
centro di gravità del segmento è un circolo concentrico. Ora se 
il circolo si proietta ortogonalmente sopra un piano inclinato al 
piano del circolo, il circolo si proietta in un’ellisse; ed i segmenti 
del circolo di area costante si proiettano in segmenti dell’ellisse 
di area costante; ancora il circolo concentrico si proietta in una 
seconda ellisse simile alla prima ellisse e similmente situata. 

Così il luogo richiesto è un’ ellisse simile alla data ellisse e si- 
milmente situata. 

Questo problema si potrebbe risolvere senza far uso delle 
proiezioni, nel modo indicato nell’esempio seguente. 

(5) Un piano stacca da un ellissoide un segmento di volume 
costante; determinare il luogo del centro di gravità del segmento. 

Il piano segante abbia una posizione qualunque; e si riferisca 
l’ellissoide a semi-diametri coniugati come assi delle coordinate; 
sia il piano delle ( y , z) parallelo alla posizione del piano segante, 
e supponiamo che l’equazione dell’ellissoide sia 


, fi _ i 

a'2 + ò'* + c'*~ 1 ' 


Supponiamo ora che il segmento staccato dal piano sia diviso 
in un numero infinitamente grande di strati infinitamente sottili 
per mezzo di piani paralleli al piano delle (y, z). Per le proprietà 
dell’ellissoide questi strati saranno terminati da ellissi che hanno 
i loro centri sull’asse delle x\ e così vediamo che il centro di 
gravità del segmento staccato sarà sull’asse delle x. Si consideri 
uno degli strati limitato dai piani che hanno per loro ascisse x ed 
x + Ar rispettivamente; allora si troverà che il volume dello 
strato è ultimamente 


t:b'c' 



sen tosena \x, 


in cui w è l’angolo tra gli assi delle y e z, ed a è l’angolo che 
1’ asse delle x fa col piano delle (y, z). Supponiamo che V dinoti 
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il volume costante e Xa' l’ascissa del piano che stacca il segmento; 
allora 

V=zb'c' sen io sen a f (l— 

J w \ a' 1 / 

(1-X») j. 

Ora per le proprietà dell’ ellissoide 


= za'b'c' sen io sen a j 1 — X — - 


za,' Ve' sen io sen a = zabe, 
in cui a, b, c sono i semiassi dell’ellissoide; così 

V — zabe | 1 — X — ^ (1 — X 5 ) 


(!)• 


E, se a;' è l’ascissa del centro di gravità del segmento staccato, 

zb'c' sen io sen af x ( 1 — dx 
, 1 \a' \ a V 


V 


= ^j|(l-^)-j<l-X‘)}o' (2)- 

Ora (1) dà un valore costante per X, e quindi (2) mostra che 
x' serba un rapporto costante ad a'. 

Così il luogo del centro di gravità de’ segmenti di un ellissoide 
di volume costante è un ellissoide simile all’ ellissoide primitivo 
e similmente situato. 

(6) Trovare il centro di gravità di una porzione di un ellis- 
soide compresa fra due coni il di cui vertice comune è al centro 
dell’ ellissoide e le basi sono parallele. 

Il volume tra i due coni si può dividere in un numero infini- 
tamente grande di gusci che hanno il centro dell’ellissoide come 
loro vertice comune, e le loro basi in piani paralleli alle basi dei 
due coni. Mostreremo prima che se i piani che contengono le 
basi dei gusci sono equidistanti i gusci sono tutti eguali. Si pren- 
dano dei semidiametri coniugati per assi, e sia il piano delle 
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(y, e) parallelo alle basi dei due coni. Il volume del cono che ha 
il centro dell’ellissoide per vertice, e per base la curva piana 
formata dall’ intersezione dell’ ellissoide col piano che ha per 
ascissa x , è 


1 

8 


Tt b'c' sen io sen a 





in cui la notazione è la stessa che nell’esempio precedente. Il 
volume del cono che ha il centro dell’ellissoide per vertice, e 
per base la curva piana formata dall’ intersezione dell’ ellissoide 
col piano che ha per ascissa #+A:r, è 


tJj'c' sen to sena j 1— 


( x + Ar)* 


| (x + Ix). 


Il volume dello strato tra i piani di cui le ascisse sono rispet- 
tivamente x ed x+lx è ultimamente 


zb'c' sen to sen a 



\x. 


Quindi otteniamo per il volume di uno dei gusci ultimamente 
il prodotto di n'bc' sena sen to per 




questo prodotto è ultimamente 

2tJ)'c' sen io sen a Ar 
3 


Il centro di gravità di ciascun guscio è sull’asse delle x ad una 
distanza dal vertice del cono, che è eguale ai tre quarti dell’a- 
scissa del piano in cui è situata la base del cono (si vegga l’Es. (5) 
dell’Art. 109). Dinoti x' l’ascissa del centro di gravità del solido 
proposto; allora se h e k sono le ascisse delle basi piane dei due 
coni, 

3 f k 2it b'c' sen io sen a , 

■ 4l»~' 3 3 (H-f) 3 

fk 2it6'c' sen to sen a , 8 (k — h) 8 ' 

J* 3 * 

Conchiuderemo questo Capitolo con alcune poche proposizioni 
generali intorno a proprietà del centro di gravità. 
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137. Se la massa di ciascun demento di un sistema si molti- 
plica pel quadrato della sua distanza da un punto dato , la som- 
ma dei prodotti è minima qu,ando il punto dato è il centro di gra- 
vità del sistema. 

Si prenda per origine il centro di gravità del sistema; siano 
a, p, y, le coordinate del punto dato; e t , le coordinate 

del primo elemento; x ìt y 2 , z 2 , quelle del secondo; e cosi di se- 
guito; }»,, »i 2 , ... le masse degli elementi; p,, p 2 , ... le distanze 
degli elementi dal loro centro di gravità; r,, r 2 , ... le distanze 
degli elementi dal punto fisso; allora 

r, 1 = a* + p* + -jf* - 2 (or, + %y i + yz K ) + p, ! , 

*** = a 1 + p 4 + y- - 2 (ar 2 + %y t + yz t ) + p 2 *, 


Si moltiplichino queste equazioni per m,, w» 2 , m 3 , ... rispetti- 
vamente, e si addizionino; allora 

Zmr- = (a 2 4- + y*) 2»» — 2 (aS»>£ + fòmy + ySmz) -1- Zwip*. 

Ma, poiché l’origine è il centro di gravità del sistema, 

Smx = 0, Zmy = 0 , Imz = 0, 
quindi 2mr* = (a 2 + (J 2 + y 2 ) Ini -f Drap*. 

Ora Smp 2 è indipendente dalla posizione del punto dato; quindi 
il minimo valore di Unir* è quello che si ha quando a 2 + g 2 + -y 2 
svanisce, cioè, quando il punto dato è al centro di gravità del 
sistema. 

138. Siano a,, P,,Yi> gli angoli che p, fa con gli assi; 0 L i ,^ 2 ,y ì 
gli angoli che p 2 fa con gli assi; e così di seguito; allora abbia- 
mo, supponendo che l’origine sia il centro di gravità del sistema, 

2wpcosa = 0, 2wpcos^ = 0, Zwpcosy = 0. 

Si elevi a quadrato ciascuna di queste equazioni e si addizionino 
i risultati; allora se m, m' rappresentano due qualunque delle 
masse, e (p, p') è l’angolo tra le linee rette che le congiungono 
col centro di gravità, 

Sm 2 p 2 + 22mw'pp' cos (p, p') = 0. 

Ma 2pp'cos(p, p') = p* + p' 2 — «*, 
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in cui u dinota la distanza tra m ed »«'. Quindi 

Iwi 2 p 2 + W (p 2 + p' 2 — w 2 ) = 0. 

Se scegliamo il coefficiente di p, 2 , troviamo che è 

»i, 2 + »<| (w 2 4- »»j 4- • • •) , o m t Zm, 

e gli altri coefficienti sono simili. Quindi l’equazione precedente 
si può scrivere 

Emi S»ip 2 = Zmm'u 2 . 

139. Se un elemento è sollecitato da più forze ciascuna delle 
quali passa per un punto fisso ed è proporzionale alla distanza 
da quel punto, la forza risultante passerà per un punto fisso c 
sarà proporzionale alla distanza da quel punto. 

Si prenda per origine una posizione qualunque dell’elemento; 
siano y t , z t , le coordinate di un punto fisso; r, la distanza di 
questo punto dall’ origine; p,r t la forza che agisce sull’elemento 
da questo punto fisso. Similmente siano r s , y 2 , z % , le coordinate 
di un secondo punto fisso; r 2 la sua distanza dall’origine, e p 2 r 2 
la forza corrispondente sull’elemento, e così di seguito. Dinotino 
X, Y, Z le forze totali che agiscono sull’elemento secondo gli 
assi delle x, y, z\ allora, per l’ Art. 26, 

X = P.r, X r-4- p 2 r 2 X 4-WaX^ 4- 

= !*l*i 4- Pj** + 1*3*3 + 

Similmente Y- p,?/, 4- p 2 # 2 4- p 3 y 3 4- 

e Z = p,*, + p 2 * 2 4-p 3 * 3 + 

Siano x' , y' , z' le coordinate del centro di gravità di un siste- 
ma di elementi, di cui le masse sono proporzionali a p^p^Pj.-.. 
situati ai rispettivi punti fissi; allora 

a! 

quindi X 

Queste equazioni mostrano che la forza risultante ò eguale ad 
r'Sp, in cui r' è la distanza del centro di gravità dall’origine, e 
che la sua direzione passa pel centro di gravità. Quindi quando 
l’ elemento è situato nel centro di gravità la forza risultante sva- 
nisce e l’elemento è in equilibrio. 


_ Epa: 
"Ip ’ 
= s'Zp, 


J zi* 


-in’ 


r=ys : /, z = z'i p. 


Digitized by Google 



PKOFKIETÀ GENERALI. 121 

140. Un corpo è situato su di un piano orizzontale, trovare 
quando sarà sostenuto. 

La sola forza che agisce su di esso oltre la resistenza del pia- 
no è il suo proprio peso, e questo agisce in una direzione verti- 
cale pel centro di gravità del corpo. Quindi per l’Art. 91, il 
corpo non sarà in equilibrio a meno che la verticale pel centro 
di gravità del corpo non cada dentro del poligono formato dal 
congiungere i punti di contatto del corpo e del piano in modo da 
includerli tutti e da non avere alcun angolo rientrante. 

Quando un corpo è sospeso da un punto intorno al quale esso 
può muoversi liberamente , non sarà in equilibrio a meno che il 
suo centro di gravità non cada nella linea verticale che passa 
pel punto di sospensione. 

Infatti il corpo è sollecitato da due forze, il suo proprio peso 
che agisce verticalmente pel suo centro di gravità e la forza pro- 
veniente dal punto fisso; per l’ equilibrio queste forze debbono 
agire nella stessa linea retta ed in direzioni opposte; cosi il cen- 
tro di gravità deve essere nella linea verticale che passa pel 
punto di sospensione. 

Quindi se un corpo è sospeso successivamente da due punti le 
linee verticali condotte per i punti di sospensione passeranno 
entrambe pel centro di gravità; quindi il punto nel quale esse 
s’ intersegano è il centro di gravità. 

Se un corpo è capace di girare intorno ad un asse che non è 
verticale esso non sarà in equilibrio a meno che il centro di gra- 
vità non cada nel piano verticale che passa per l’asse. Infatti il 
corpo è sollecitato dal suo proprio peso e dalle forze provenienti 
dai punti fissi; per l’Art. 87, il momento del peso rispetto 
all’asse fisso deve svanire, ciò richiede che il centro di gravità 
sia nel piano verticale che passa per 1* asse fisso. 

Lo studente scoprirà subito come un fatto sperimentale che vi 
è una differenza importante tra la posizione di equilibrio nella 
quale il centro di gravità è verticalmente al di sopra del punto 
fisso o dell'asse fisso, e quella nella quale esso ne è verticalmente 
al di sotto. Nel primo caso, se il corpo è di poco disturbato dalla 
sua posizione di equilibrio ed indi lasciato a sè stesso, esso in- 
comincerà a recedere dalla sua posizione primitiva. Nel secondo 
caso, se il corpo è di poco disturbato dalla sua posizione di equi- 
librio ed indi lasciato a sè stesso, osso ineomincerà a ritornare 
alla sua posizione primitiva. La prima posizione di equilibrio si 
chiama instabile, e la seconda stabile. Ritorneremo su questo 
punto nel Cap. XI. 

141. Il volume (7) di una porzione di cilindro intercetta fra 

10 
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due piani, uno dei quali è perpendicolare all’asse del cilindro, è 
dato dall’equazione 

zdx dy , 

in cui il piano delle (x, y) si suppone perpendicolare all’asse, e z 
è l’ordinata di un punto nell’altro piano. I limiti dell’integra- 
zione dipendono dalla curva secondo la quale il piano delle (or, y) 
sega la superficie. Questo segue dal Calcolo integrale. 

Dinoti 9 l’angolo tra i due piani; l’area di un elemento del- 
l’altra sezione di cui AxAy è la proiezione sul piano delle (x, y) 
ò AxAy sec9. Dinoti A l’ area della sezione del cilindro col piano 
delle (x,y), o per conseguenza _4sec9 l’area dell’altra sezione; 
sia z' l’ ordinata del centro di gravità dell’ area piana formata 
dall’intersezione del cilindro col secondo piano; allora 


o sia 
quindi 


A secy-z' =JJz secq dx dy, 
e'.= ffzdxdy, 


Az[ 
V=Az' 



Il volume è quindi eguale all’ area della base moltiplicata per la 
perpendicolare su di essa dal centrò di gravità dell’altra sezione. 

I centri di gravità delle due sezioni piane sono nella stessa 
linea retta parallela alle linee generatrici. Infatti le coordinate 
del centro di gravità della sezione col piano delle ( x,.y ) sono 


jjx dxdy jjy dx dy 


A ed A 
e quelle della sezione superiore sono 


// 


x sec 9 dx dy 
A sec 9 


ed 


//' 


sec 9 dx dy 
A seo9 


che coincidono con i primi valori. 

Così i centri di gravità di tutte le sezioni piano di un cilindro 
sono situati sopra una linea retta parallela alle linee generatrici 
del cilindro. 

Se una porzione di cilindro è tagliata da due piani, nessuno 
dei quali è perpendicolare all’asse, possiamo suppoida essere la 
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differenza di duo porzioni che hanno per loro base comune una 
sezione perpendicolare all’asse. La differenza delle linee rette 
condotte dai centri di gravità delle sezioni oblique perpendico- 
larmente alla sezione ortogonale sarà la linea retta che congiunge 
quei centri di gravità. Quindi il volume di una porzione di ci- 
lindro compresa fra due piani qualunque è eguale al prodotto 
dell’ area di una sezione ortogonale per la linea retta che unisce 
i centri di gravità delle sezioni oblique. 

142. Pel centro di gravità di ciascuna faccia di un tetraedro 
agisce una forza ad angoli retti sulla faccia, e proporzionale 
all’area della faccia: se le forze agiscono tutte all’ indentro o 
all’ infuori esse saranno in equilibrio. 

Ciò si deduce facilmente dalle Proposizioni in fine del Cap. V . 
Il risultato si può estendere alla proposizione seguente: Pel cen- 
tro di gravità di ciascuna faccia di un poliedro agisce una forza 
ad angoli retti sulla faccia, e propo rzionale all'area della faccia: 
se tutte le forze agiscano all’ indentro o all’ infuori esse saranno 
in equilibrio. 

Per mezzo dell’ Art. 51 possiamo dedurre la proposizione se- 
guente relativa alle coppie: Un sistema di coppie rappresentate 
in posizione e grandezza dalle facce di un poliedro sarà in equi- 
librio, supponendo gli assi delle coppie diretti tutti all’ indentro^ 
o all’ infuori. Questo è dato da Mòbius; Lehrbuch der Statile, 
Voi. I. pag. 87. 

Teoremi di Guidino. 

143. Se una figura piana gira intorno ad un asse posto nel 
suo piano, il volume del solido generalo da questa figura nel gi- 
rare per un angolo qualunque è eguale ad un prisma, di cui la 
base è la figura girante e l’ altezza è la lunghezza del cammino 
percorso dal centro di gravità dell’area della figura piana. 

L’asse di rotazione in questa e nella proposizione seguente si 
suppone che non tagli la curva generatrice. 

Si prenda l'asse di rotazione per asse delle x, ed il piano della 
figura rotante nella sua posizione iniziale per piano delle ( x , y)\ 
sia ^ l’ angolo pel quale gira la figura. 

L’area elementare àxày della figura piana nel girare per un 
angolo 40 genera il solido elementare di cui il volume kyktìlxly, 
quindi l’ intero solido 

=\jfydxdydb = pjjydxdy. 
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I limiti di x ed y dipendono dalla natura della curva. Ma se 
y' è l’ordinata del centro di gravità della figura piana, allora, 
per l’Art. 118, 



I dx dy — all’ arco 


i limiti essendo gli stessi di prima. 

Quindi l’intero solido = P J I y dx dy = y'p j j ci 
descritto dal centro di gravità moltiplicato per l’area della figura. 

Se una figura gira intorno ad un asse posto nel suo J>roprio_ 
piano, la superficie del solido generato è eguale in area al ret- 
tangolo, di cui i lati sono la lunghezza del perimetro della figura 
generatrice e la lunghezza del cammino del centro di gravità del 
perimetro. 

La superficie generata dall’ arco A s della figura rotante per un 
angolo AO è yAOAs; quindi l’intera superficie 


11^ y ds <Z0 = P j g ds . 


I limiti dipendono dalla natura della curva. Ma se y' è l’ordi- 
nata del centro di gravità del perimetro, 


, I' d ' 
/* 


i limiti essendo gli stessi di prima. 

Quindi l’intera superficie —y'$Jds= all’arco descritto dal cen- 
tro di gravità, moltiplicato per la lunghezza del perimetro. 


Es. 1. Trovare il volume e la superficie dell’ anello generato 
dalla rotazione di un circolo intorno ad una linea retta nel suo 
proprio piano che non l’incontra. 

Sia a la distanza del centro del circolo dall’asse di rotazione; 
b il raggio del circolo; allora la lunghezza del cammino del cen- 
tro di gravità dell’area della figura è 2 uo, e l’area della figura 
è ; 

quindi il volumo del solido = 2rdab-. 
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Ancora la lunghezza del cammino del centro di gravità del peri- 
metro è 2 za, e la lunghezza del perimetro è 2 uh; 

quindi la superficie del solido = 4u*ab. 

Es. 2. Trovare il centro di gravità dell’area e dell’ arco dì un 
semicerchio. 

Un semicerchio girando intorno al suo diametro genera una 

4 

sfera; il volume della sfera è - ita 3 , e la superficie 4“«*; il rag- 

3 . 1 

gio essendo a; l’area del semicerchio è -ra ! , ed il perimetro ita; 

Li 

quindi , la distanza del centro di gravità dell’ area dal diametro 

volume della sfera _ 4 a 
2it-area del semicerchio 3iz ’ 

la distanza del centro di gravità dell’ arco dal diametro 

superficie della sfera _ 2 a 
2ir • arco del semicerchio ir 


Es. 3. Trovare la superfìcie ed il volume del solido generato 
dalla rotazione di una cicloide intorno alla tangente nel suo 
vertice. 

2 a 

Nell’ Art. 132 abbiamo trovato — per la distanza del centro 

ó 

di gravità dell’arco di una cicloide dal suo vertice; e l’intera lun- 
ghezza dell’arco è 8a. Quindi la superficie del solido generato è 


„ 2 “ o • v 32 , 

2n X -g X 8 a; cioè ita 2 . 


E nell’Ai't. 113 abbiamo trovato che la distanza del centro di 

gravità dell’ area inclusa tra la cicloide e la sua base dal vertice 

7 . ... 

è £ a; e l’area così inclusa è Sua*. Quindi l’area della porzione 
6 

che nel presente caso gira intorno alla tangente è 4na l — 37ta*, 
cioè ita*. Ed il centro di gravità di quest’ area si può mostrare 

essere alla distanza | dal vertice. (Si vegga Es. (2) dell’ Art. 109). 
Quindi il volume della figura generata è 2 t: ? na*, cioè u*a 3 . 

Li 
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1 . Trovare il centro di gravità di cinque elementi eguali pe- 
santi situati in cinque dei vertici di un esagono regolare. 

2. Cinque pezzi di una catena uniforme sono sospesi a punti 
equidistanti lungo una verga rigida senza peso, e le loro estre- 
mità inferiori sono in una linea retta che passa per un estremo 
della verga; trovare il centro di gravità del sistema. 

3. Un quadrilatero piano AB CD è bisegato dalla diagonale 
AC, e l’altra diagonale divide AC in due parti nel rapporto di 
p a q; mostrare che il centro di gravità del quadrilatero giace in 
AE e la divide in due parti nel rapporto di 2 p+q a, p+2q. 

4. Dal fatto che ogni sistema di elementi pesanti ha un centro 
di gravità e solamente uno, dedurre la proprietà che le linee 
rette che uniscono i punti medii dei lati opposti di una figura 
quadrilatera qualunque si dividono scambievolmente per metà. 

5. Una piramide poggia sopra una base quadrata: date le coor- 
dinate del vertice, e le coordinate di due vertici opposti della 
base, determinare le coordinate del centro di gravità della pi- 
ramide. 

6. ABC è un triangolo; D, E, F sono i punti medii dei suoi 
lati; mostrare che il centro di gravità dei lati di ABC coincido 
col centro del circolo inscritto in DEF. 

7. Un pezzo di filo metallico è in forma di un triangolo; ti'o- 
vare la distanza del centro di gravità da ciascuno dei lati, e mo- 
strare che se x,y,z sono le tre distanze, ed r il raggio del cir- 
colo inscritto, allora 

4 xyz — r* (x + y 4- z) — r 3 — 0 . 

8. Se il centro di gravità di una figura di quattro lati coincide 
con uno dei suoi vertici, mostrare che le distanze di questo punto 
e del vertice opposto dalla linea che congiunge gli altri due ver- 
tici stanno come 1 a 2. 


9. Mostrare che il centro comune di gravità di un triangolo 
isoscele rettangolo, e dei quadrati descritti sopra i due lati egua- 

J 2 •. 

li, è ad una distanza = a dal punto in cui quei lati s’ incon- 
15 

trano, a essendo la lunghezza di uno di essi. 

10. Dimostrare la seguente costruzione pel centro di gravità 
di un quadrilatero qualunque. Sia E l’intersezione delle diago- 


c 
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nali, ed F il punto medio della linea retta che congiungo i loro 
punti medii; si tiri la linea retta EF e si prolunghi in G, facendo 

FG = - EF ; allora G sarà il centro di gravità richiesto, 
o 

11. Un triangolo ABC è successivamente sospeso dagli angoli 
A e B, e le due posizioni di un lato qualunque sono ad angoli 
retti tra loro; mostrare che 

5c s = a* + 6*. 

12. Una lamina triangolare rettangola ABC è sospesa da un 
punto B nella sua ipotenusa AB ; dimostrare che nella posizione 
di equilibrio AB sarà orizzontale se 

AB : BB :: AB 2 +AC 1 : AB 4 + BC*. 

13. Un dato triangolo isoscele è inscritto in un cerchio; tro- 
vare il centro di gravità della rimanente area del cerchio. 

14. Se tre verghe uniformi sono unite rigidamente in modo da j 
formare la metà di un esagono regolare, dimostrare che sospen- I 
dendo da uno degli angoli, una delle verghe sarà orizzontale. 

15. Se ABC è un triangolo isoscele con un angolo retto in C, 
B, E sono i punti medii di AC, AB rispettivamente, dimostrare 
che la perpendicolare da E sopra BB passerà pel centro di gra- 
vità del triangolo BBC. 

16. ABCB è una figura piana quadrilatera qualunque, ed 
a,b, c, d sono rispettivamente i centri di gravità dei triangoli 
BCB, CBA, BAB, ABC: mostrare che il quadrilatero àbcd è 
simile ad ABCB. 

17: A, B , C , B, E, F sono sei elementi eguali negli angoli di 
un esagono piano qualunque, ed a, b, c , d, e, f sono i centri di 
gravità rispettivamente di ABC, BCB, CBE, BEF , EFA, ed 
FAB. Dimostrare che r lati e gli angoli opposti dell’esagono 
abcdef sono eguali, e che le linee rette che congiungono gli an- 
goli opposti passano per un punto, che è il centro di gravità degli 
elementi A, B, C, B, E, F. 

18. Una linea retta EB stacca l’n raa parte del triangolo ret- 
tangolo ABC di cui A è l’angolo retto. AB=a, AC=b. Mostrare 
che il centro di gravità di CEBB descrive la curva che ha per- 
equazione 

— = { 3 (« — 1) y - nb } j 3 (w — 1) x - na j . 

71 
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19. La distanza del centro di gravità di un numero qualunque 

di lati AB, BC, CD, KL di un poligono regolare dal cen- 

tro del cerchio inscritto 

AL X per il raggio 
~ AB + BCT+CD + +KL ' 

20. Un tronco è tagliato da un cono retto con un piano che In- 
sega l’ asse ed è parallelo alla base; mostrare che esso starà in 
equilibrio col suo lato obliquo su di una tavola orizzontale se 
l’ altezza del cono serba al diametro della sua base un rapporto 
maggiore di quello di ^7 a ^/17. 

21. Se elementi di pesi disegnali sono situati ai vertici di una 
piramide triangolare, e (?, è il loro centro comune di gravità; 
6r 2 , ti 3 , ... sono i centri comuni di gravità per ogni possibile di- 
sposizione degli elementi; mostrare che il centro di gravità di 
elementi eguali posti in 6?,, G t> ... è il centro di gravità della 
piramide. 

22. Se un cono ha la sua base unita concentricamente alla 
base di un emisfero di eguale raggio, trovare l’altezza del cono 
affinchè il solido possa stare in equilibrio su di una tavola oriz- 
zontale in un punto qualunque della sua superficie sferica. 

Risultalo. rsjZ . 

23. Se un poligono qualunque è circoscritto ad un cerchio, il 
centro di gravità dell’area del poligono, il centro di gravità del 
perimetro del poligono, ed il centro del circolo, sono nella stessa 
linea retta; inoltre la distanza del primo punto dal terzo è due 
terzi della distanza del secondo punto dal terzo. 

24. Se un poliedro qualunque è circoscritto ad una sfera, il 
centro di gravità del volume del poliedro, il centro di gravità 
della superficie del poliedro, ed il centro della sfera, sono nella 
stessa linea retta; inoltre la distanza del primo punto dal terzo 
è tre quarti della distanza del secondo punto dal terzo. 

25. Da un cono retto in cui il diametro della base è eguale 
all’ altezza è staccato un cilindro retto di cui il diametro della 
base è eguale all’altezza, i loro assi essendo nella stessa linea 
retta e la base del cilindro nella base del cono; dal cono rima- 
nente è staccato un simile cilindro, e così di seguito, indefinita- 
mente; mostrare che la distanza del centro di gravità di tutti i 

g 

cilindri dalla base del cono è — dell’altezza del cono, e che la 
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distanza del centro di gravita della rimanente porzione -dalla base 
del cono ò -y. dell’ altezza del cono . 

26. Un quadrato è staccato da un triangolo equilatero, un lato 
del quadrato coincidendo con un lato del triangolo; dal triangolo 
equilatero che rimane è staccato un altro quadrato, e cosi di se- 
guito, indefinitamente: trovare il centro di gravità della somma 
dei quadrati. 

27. Trovare il centro di gravità dell’area contenuta tra le 
curve y i =ax ed y t =2ax— x 1 , che è al di sopra dell’asse delle x. 


Risultati, x' = a 


15u-44 
1 5 ù — 40 ’ 


y = 


a 


3ir — 8 


28. Trovare il centro di gravità dell’ area racchiusa dalla curva 
r=a(l+cosO). 

5 

Risultato, x' = -. a. 

o 

29. Trovare il centro di gravità dell’area inclusa da un cap- 
pio della curva r=a cos2Q. 

128a \[2 


Risultalo, x' = • 


105ì: 


30. Trovare il centro di gravità dell’area inclusa da un cap- 
pio della curva r=«cos30. 

81 \/3a 


Risultato, x' =- 


80 tz 


31. Il luogo del centro di gravità di tutt’i segmenti eguali 
staccati da una parabola è una parabola eguale. 

32. Trovare il centro di gravità di un segmento di circolo. 

33. Trovare il centro di gravità dell’area inclusa dalle curve 
\p-ax ed x^by. 

q il q 2 i‘ 

Risultalo, x' = — a 3 1 3 , y' — a 3 b 3 . 

34. Trovare il centro di gravità di una porzione di un’iperbole 
equilatera limitata dalla curva, l’asse trasverso, ed un raggio 
vettore tirato dal centro. 

2iy. 

Risultati, x' = — - — • — — - — ^ ; 

3 log (ir, + y t ) — 3 log a 

r . 2 (x t - a) _ 

3 log (r, 4- y,) - 3 log a ' 


17 
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in cui a;, , y t sono le coordinate del punto d’ intersezione della 
curva col raggio vettore limite. 

35. Sono descritti due circoli eguali di raggio a, ciascuno che 
passa pel centro dell’altro, ed un terzo circolo li tocca entrambi, 
avendo uno dei loro punti d’intersezione per centro; la distanza 
del centri di gravità dell’area più piccola inclusa tra il circolo 
esterno ed i circoli interni dal raggio comune dei primi due è 

12 — 

7=-«. 

2 -- 3/3 


36. La densità di un triangolo varia come l'« ma potenza della 
distanza dalla base; determinare n quando il centro di gravità 
del triangolo divide la linea retta che congiunge il vertice col 
punto medio della base nel rapporto di 3 ad 1. 

Risultato. n = — ~. 

o 


37. Trovare il centro di gravità del volume formato dal- 
la rotazione intorno all’ asse delle x dell’ area della curva 
y* — axy 2 + x K = 0. 


Risultato, x' — . 

Ufi 


38. Trovare il centro di gravità del volume generato dalla ro- 
tazione dell’area nell’Es. 27 intorno all’asse delle y. 

5 a 

= 2 ( 15 , - 44) - 

39. Trovare il centro di gravità di un emisfero quando la den- 
sità varia come il quadrato della distanza dal centro. 

5a 


Risultato, x' = 


12 ' 


40. Trovare il centro di gravità del solido generato da una 
semi-parabola limitata dal lato retto girando intorno al lato retto. 

5 

Risultato. Distanza dal fuoco = jr- del lato retto. 

04 


41. Il solido incluso tra le superficie di un iperboloide conti- 
nuo e del suo cono assintotico è tagliato da due piani perpendi- 
colari al loro asse comune; trovare la posizione del centro di gra- 
vità di quella porzione che giace tra i piani. 


Risultato. Ad eguale distanza dai piani, 
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42. Un settore solido di una sfera pende da un punto nel suo 
orlo circolare col suo asse orizzontale, trovare il suo angolo al 
vertice. 


Risultato. Il coseno del semi- 


angolo al vertice è 


5' 


43. Trovare il centro di gravità del solido generato dalla ro- 
tazione di un semicerchio intorno ad una linea retta perpendico- 
lare al diametro, e che non incontra il semicerchio. 


TV* • 4/* 

Risultato. Distanza dal piano generato dal diametro = — 

3tc 


44. A è un punto nella linea generatrice di un cilindro retto 
a hase circolare, e B,C sono due altri punti nella linea genera- 
trice diametralmente opposta. Il cilindro è bisegato dal piano 
ABC, ed uno dei semi-cilindri è tagliato da due piani ad angoli 
retti su di ABC, che passano per AB ed AC. Mostrare che se 
il solido ABC è situato con la sua parte convessa sopra un piano 
orizzontale, il piano ABC sarà inclinato all’orizzonte sotto un 


angolo tan 



quando vi è equilibrio. 


45. Un cono solido è tagliato da due piani perpendicolari alla 
stessa sezione principale, uno per il suo asse, e l’altro parallelo 
ad un lato obliquo ; trovare il valore limite dell’ angolo al ver- 
tice del cono, affinchè la porzione tagliata possa stare in equili- 
brio con la sua superficie curva sopra di un piano orizzontale. 


Risultato. Il coseno dell’angolo al vertice non deve essere 
maggiore di g . 

46. Un quadrante di un circolo gira intorno ad uno dei suoi 
raggi estremi per un angolo di 30 0 ; trovare il centro di gravità 
del solido generato, la densità essendo supposta variare come la 
distanza dal centro. 

Risultati, x' = ^ ; y' = ^(2 — \/3 ) ; z' = L’asse delle x 

o o O 

si suppone coincidere con la posizione iniziale del raggio girante. 

47. Un solido è generato dalla rotazione dell’area della curva 
= ax i-n intorno all’ asse delle x; mostrare che la distanza 

del centro di gravità di un segmento qualunque di questo solido 
dal vertice serba all’altezza del segmento il rapporto di 1 ad ». 
Il segmento si suppone staccato con un piano perpendicolare 
all’ asse. 
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48. Trovard il centro di gravità della superficie del solido 
e* + y 2 = 2ax, tagliata dal piano X — C. 


Risultato, x' = 


( 3c — a)(a + 2e) 2 + or 


5 j (a + 2c) 2 — a - \ 

49. Applicare il teorema di Guidino a trovare il volume del 
tronco di un cono retto in termini della sua altezza e dei raggi 
delle sue basi. 

Risultato. (Rr + Rr + r 2 ). 

’ • O 

50. Trovare la superficie ed il volume del solido generato dalia 
rotazione di una cicloide intorno alla sua base. 


Risultati 


., 64 ™* 


5u 2 « 3 . 


51. Un segmento di cerchio gira intorno alla sua corda, che 
sottende un angolo di 90° al centro; trovare la superficie ed il 
volume del solido generato. 

i:a 2 (4 — it) <i 3 (10 — 3 u)k 


Risultati. 


*/2 


6\/2 


52. Un’ellisse di eccentricità — gira intorno ad una tangente . 

OTT 

Dimostrare che il volume generato da una delle porzioni in cui 
1‘ ellisse è divisa dal suo asse minore varia inversamente come 
il volume generato dall’ altra. porzione. 

53. Un’area piana si muove in modo da essere sempre nor- 
male alla ciirva secondo la quale si muove il suo centro di gra- 
vità; dimostrare che il volume generato è eguale all’area data 
moltiplicata per la lunghezza del cammino del centro di gravità. 

Quindi trovare il volume di un tubo cicloidale la di cui sezione 
normale è di area costante. 

54. Estendere il teorema di Guidino per trovare il volume di 
un anello al caso in cui l’anello è formato dalla rotazione di 
un' area piana intorno ad una linea retta parallela al suo piano. 

Un anello è formato dalla rotazione di una lemniscata (di cui 
l’equazione è r 2 = a 4 cos20) intorno ad una linea retta parallela 
al suo piano situata in un piano condotto pel suo punto doppio 
e perpendicolare al suo asse; mostrare che il volume di questo 

anello è ^L. 

4\/2 


Digitized by Google 



FILI FLESSIBILI ED INESTENSIBILI . 


133 


CAPITOLO IX. 

Pili flessibili ed inestensibili. 

144. Un filo si dice essere perfettamente flessibile quando una 
forza qualunque, comunque piccola, che è applicata non secondo 
la direzione del filo cambierà la sua forma. Per brevità, usiamo 
la parola flessibile come equivalente a perfettamente flessibile. 
Alle volte la parola catena è usata come sinonimo di filo. 

Se un filo flessibile ò mantenuto in equilibrio da due forze, 
una a ciascun estremo, ammettiamo come evidente che queste 
forze debbono essere eguali ed agire in direzioni opposte, sicché 
il filo prende la forma di una linea retta nella direzione delle 
forze. In questo caso la tensione del filo è misurata dalla forza 
applicata in un estremo. 

Rappresenti ABC un filo mantenuto in equilibrio da una forza 
T in un estremo A e da una forza eguale T all’altro estremo C 
agenti in direzioni opposte secondo la linea AC. Poiché una por- 
zione qualunque AB del filo 6 in equilibrio ne segue che una 
forza T deve agire su di AB in B da B verso C per bilanciare 
la forza che agisce in A; e similmente, una forza T deve agire 
su di B C da B verso A affinchè BC sia in equilibrio. Questo 
risultato si esprime dicendo che la tensione del filo è la stessa 
da per tutto. 

A meno che non si esprima il contrario, un filo si suppone 
inestensibile ed il contorno di una sua sezione trasversale si sup- 
pone essere una curva, ogni corda della quale è indefinitamente 
piccola. 

145. Quando un filo flessibile è sollecitato da altre forze oltre 
di una in ciascun estremo esso può prendere nell’ equilibrio una 
forma curvilinea. Se in un punto qualunque della curva suppo- 
niamo fatta una sezione con un piano perpendicolare alla tan- 
gente, le azioni scambievoli delle porzioni in parti opposte di 
questo piano debbono essere nella direzione della tangente, al- 
trimenti non si avrebbe l’equilibrio, poiché il filo è perfetta- 
mente flessibile. 

140. Un filo pesante di uniforme densità e spessezza e sospeso 
da due punii fissi; si cerca l' equazione della curva nella quale 
si dispone il filo quando è in equilibrio. 
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Siano A,B i punti fissi ai quali sono legati gli estremi; il filo 
starà in un piano verticale che 
passa per A e B, non essendovi 
alcuna ragione perchè dovesse de- 
viare da una parte piuttosto che 
dall’altra di questo piano verti- 
cale. Sia ACB la forma che esso 
prende, C essendo il punto più 
basso; si prenda questo come ori- 
gine delle coordinate; sia P un 
punto qualunque nella curva; CM, 
che è verticale, —y\ MB, che è 
orizzontale, = x ; CP = s. 

L’equilibrio di una porzione qualunque CP non sarà turbato 
se la supponiamo divenire rigida. Siano c e Me lunghezze delle 
porzioni del filo di cui i pesi sono eguali alle tensioni in G e P. 
Allora CP è un corpo solido sollecitato da tre forze proporzionali 
a c, s, e t, ed agenti rispettivamente, orizzontalmente, verti- 
calmente, e secondo la tangente in P. Si tiri PT tangente in P 
che incontra l’asse delle y in T\ allora le forze che mantengono 
CP in equilibrio hanno le loro direzioni parallele ai lati del trian- 
■ golo PMT, e quindi serbano tra loro la stessa proporzione come 
questi lati (si vegga l’Art. 19); quindi 

PM tensione nel punto più basso dx c 

MT peso della porzione CP dy s 


i 



quindi 


dy 

dx 


onde 

la costante aggiunta 


s dy _ s 
c C ds ~ V( c * + s *) ’ 

y + c- V(c* 4- s 2 ) (1) ; 

essendo tale che y— 0 quando s-0; quindi 
s ì =y‘ l + 2yc (2). 


Inoltre 


quindi 


dx c _ c 
dy ~~ s ~ v/(f/ 2 4- 2 yc) ' 

y + c 4- yjiy* 4- 2 yc) 


X — c log 


( 3 ), 


la costante essendo scelta in modo che x ed y svaniscano insie- 
me. L’ultima equazione dà 


ce e = y+ c + sjiy* + 2yc). 
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Si trasponga e si elevi a quadrato ; così 

lx X 

c*e c — 2 (y -f c) et f + c* = 0 ; 

quindi t / + c = ^c(e* + e c ) (4). 

Ancora s = ^/\ (y + c)* — c* } per (2) 

=z~e(e c -e r ) (5). 

Una qualunque di queste cinque equazioni si può prendere come 
equazione della curva. Se nell’equazione (4) scriviamo y' per 
y+c, il che corrisponde a trasportare l’origine in un punto ver- 
ticalmente al di sotto del punto più basso della curva ad una 
distanza c da esso, abbiamo 



Quando il filo è uniforme in densità e spessezza, come nell’ e- . 
sempio presente, la curva si chiama la catenaria ordinaria. 

147. Trovare la tensione del filo in un punto qualunque. 

Sia la tensione in P eguale al peso di una lunghezza t del filo; 
allora, come si è mostrato nell’ultimo articolo, 

tensione in P PT _ t _ ds 

peso di CP " TM ’ qnmdl s ” dy ‘ 

Ma s ì -y 2 +2yc per l’equazione (2) dell’ Art. 146, quindi 

t = y + c = y'. 

Ciò mostra che la tensione in un punto qualunque è il peso 
di una porzione del filo di cui la lunghezza è l’ ordinata di quel 
punto, l’origine essendo ad una distanza c al di sotto del punto 
più basso. 

Quindi, se un filo uniforme pende liberamente sopra due punti 
qualunque, le estremità del filo giaceranno nella stessa linea 
orizzontale quando il filo è in equilibrio. 

148. Determinare la costante c, essendo dati i punti di sospen- 
sione e la lunghezza del filo. 
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Siano A e B le estremità fisse, C il punto più basso della curva . 
OC — c, OH=a, 



allora 7i,7c,X sono quantità note, poiché la lunghezza del filo e le 
posizioni dei suoi estremi sono date. Dall’ Art. 146 



Le equazioni (1) e (2) sono teoreticamente sufficienti per abi- 
litarci ad eliminare a, a', b,b', 7, ed 7' e a determinare c. Possia- 
mo dedurre da esse 


eie 


a G' 

' c +e c 


-e c ), 


k- 


9 C 



_a a' _ a' . 

e" c — c° — e c ) ; 


quindi 


X -1- k - c 
X — k-c 



a' 

C 


), 
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quindi 


quindi 


. Q4-g' a+n' . 

X* — jfc* = c* ( e c +e~ c -2) 


/ — \ 
= c 2 ( e c -f e c -2) ; 


, A .Av 
V (X* — **) = c ( e* c — e ie ) 


(3). 


Questa è l’equazione dalla quale si deve trovare c, ma a motivo 
della sua forma trascendente essa si può risolvere solamente per 
approssimazione. Se gli esponenti di e sono piccoli, possiamo 
sviluppare col teorema esponenziale e cosi ottenere il valore ap- 
prossimato di c. Affinchè gli esponenti siano piccoli, c deve es~ 

(l?f s 

sere grande in paragone di 7 ì; poiché — = -j— — — per l’ Art. 
14G ne segue che quando c è grande in paragono della lunghezza 
del filo, ~ è piccolo, e quindi la curva non devia molto da una 

linea retta. Quindi quando i due punti di sostegno sono presso 
a poco in una linea orizzontale e la distanza tra essi è presso a 
poco eguale alla data lunghezza del filo, possiamo concludere 

che - sarà piccolo. In questo caso, abbiamo da (3) 


quindi 


va* 


h 3 

k 1 ) — li + approssimativamente. 


149. Trovare le equazioni di equilibrio quando un filo flessi- 
bile è sollecitato da forze qualunque. 

Siano x,y, z le coordinate di un punto P del filo; dinoti s la 
lunghezza della curva BP misurata da un punto fisso B sino a 

P, e Ss la lunghezza dell’arco PQ tra P ed un punto adiacente 

Q. Sia x l’area di una sezione del filo in P, e p la densità in P; 

sia T la tensione del filo in P; allora T — , T ^- , e T^- sono le 

ds ds ds 

parti risolute di T parallele agli assi coordinati; e lo parti riso- 
lute della tensione in Q parallele agli assi saranno, pel Teorema 
di Taylor, 

18 
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ds'ds\ ds) 
ds r ds V ds ) 

'£+s('s) 


Ss + termini in (Ss)*, etc., 

Ss + , 

Ss + 


Siano XpxSs, IpxSs, ZpxSs le forze esterne che agiscono sull’ e- 
lemento PQ parallelamente agli assi. L’ equilibrio dell’elemento 
non sarà turbato supponendolo diventare rigido ; quindi per 
l’Art. 27, la somma delle forze parallele all’asse delle x deve 
svanire; così 


o sia 


r § + s( T l) 8 s+ - +x f x 8 s - J 'l= 0 ' 

■— + Xpx = 0 ultimamente. 

Similmente + Xpx = 0, 

s(>§) +z <*= 0 - 


Il prodotto xp si può rimpiazzare convenientemente con m, 
sicché se ni è costante mi rappresenta la massa di una lunghezza 
l del filo, e quindi m la massa di un’unità di lunghezza del filo. 
Se m non è costante, si concepisca un filo che abbia la sua 
lunghezza eguale all’ unità di lunghezza e la sua sezione e den- 
sità da per tutto le stesse di quelle del dato filo nel punto (x,y,z), 
ed allora m sarà la massa di questo supposto filo. 

L’elemento 6s del filo, di cui abbiamo considerato l’equilibrio, 
diviene tanto più prossimamente un punto materiale quanto più 
si diminuisce Ss; quindi è sufficiente di considerare le tre equa- 
zioni dell’ Art. 27 invece delle sei equazioni dell’ Art. 73. 

Le tre equazioni che abbiamo trovato sono teoreticamente suf- 
ficienti per determinare T, y, e z come funzioni di x, rammen- 

i ( dy\* /dzV) j 

1-t-^— ^ 4 J j ■; e quando conosciamo ì 

valori di y e g in termini di x , conosciamo le equazioni della 
curva che forma il filo. 


tando che 


* /{ 
dx~\l\ 
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150. Le equazioni per l’equilibrio di un filo flessibile si pos- 
sono scrivere così; 


dH dTdx „ 

r 7I + XF + mX = 0 
ds* ds ds 

T Ti + lf T + mZ ~ 0 

ds * ds ds 


( 1 ). 


Si moltiplichino queste equazioni per e ^ rispettiva- 

mente e si sommino; allora, poiché 


/ dx'Y ( dyY 1 / dz\* _ 

\ds) + \dsj \dsJ ~ ' 

dx d*x dy cPy dzd ì z_ 
ds ds 1 ds ds 1 ds ds 1 — ’ 


abbiamo ^.-+w + Y^ + Z^f) = 0 .... (2); 

ds \ds ds ds/ 

quindi T+ / hi ^X + Z rfs = costante... (3). 

Se le forze sono tali che m(Xdx+ Ydy + Zdz) è il differenziale 
immediato di una funzione di x,y,z, come f(x,y,z), allora 

T f(x, y, z) = costante. 


Se le forze sono tali che la loro risultante in ogni punto della 
curva è perpendicolare alla tangente in quel punto, abbiamo 


x£ + i-£ + z* o, 

ds ds ds 


quindi, per (3), Tb costante. 

Nelle equazioni (1) si traspongano i termini mX, mY, mZ a 
dritta, indi si elevi a quadrato e si sommi; così 



= »i* (X* -f Y* -f Z 1 ). 


Quindi se p è il raggio della curvatura assoluta della curva for- 
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mata dal filo, ed FmÒs la forza esterna risultante sull’elemento 
5s, sicché F*=X i + Y* + Z s , 


$■+ (£)*-■«• <*>■ 

(IT 1 

Se T è costante — =0; quindi in questo caso mF varia come - . 

Dalle equazioni di equilibrio nell’ Art. 149, deduciamo con 
l’ integrazione, 


T— — — fmZds . 
ds J 


Si elevi a quadrato e si sommi-, allora 


T* = j J mX ds|* + J l' mYds J* + j j mZ ds j* (5). 

Le costanti che s’introducono quando integriamo le equazioni 
differenziali di equilibrio debbono essere determinate dalle cir- 
costanze speciali di ciascun problema particolare. Cosi possono 
essere date le coordinate dei punti fissi ai quali sono legate le 
estremità del filo , e la lunghezza del filo. 0 pure, oltre delle 
forze rappresentate da mXSs, mY Ss, ed mZ8s agenti su cia- 
scun elemento, possono agire delle forze date F t ed F 2 alle estre- 
mità del filo; in questo caso se T, e T 2 dinotano i valori di T nelle 
due estremità del filo, dobbiamo avere T , eguale in grandezza 
ad F x ed opposta ad essa in direzione e similmente per T t ed F%. 


151. Dalle equazioni (1) dell’ Art. 150, 
allora abbiamo 


dT 

si eliminino T e — - ; 

ds 


/ dhj dz d-z dy\ /d*edx 
\ds 2 ds ds* ds) + \ds 4 ds 


djxdj\ 
ds 4 ds) 


d 2 x dy d 2 y dx\ _ 
.ds* ds ds 4 ds) ' 


ciò mostra che la forza esterna risultante che agisce sopra un 
elemento Ss del filo giace nel piano osculatore nel punto ( x,y,z ). 
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152. Le equazioni generali di equilibrio diventano, quando 
tutte le forze sono in un piano, propriamente quello delle {x,y), 


A 

ds 


( 4 :) 


+ mX = 0, 


d 

ds 


M) 


+ mY— 0 ... (1). 


Si Supponga X = 0 , sicché la forza esterna sia parallela al- 
V asse delle y\ la prima equazione dà 


(1 X 

T~ = a,à una costante, C poniamo , 


quindi 


T- 


C 
dx 
ds 

Quindi la seconda equazione diviene 


( 2 ). 


C 


C 


d_(dy\ 
ds \dx/ 


ds 
d*y dx 
dx* ds 


+ mY = 0 


4- mY= 0 


(3). 


Per esempio; si cerchi la forma della curva quando il suo peso 
è la sola forza che agisce su di essa, e l’area della sezione in 
ogni punto è proporzionale alla tensione in quel punto. Qui Y è 
costante e si può dinotare con — g, l’asse delle y essendo diretto 
verticalmente in su. E T varia come m, sicché l'-hn dove X è 
una costante. Cosi da (2) e (3) otteniamo 


d-y ( dx y _ y 


dx * \ds 


Si ponga a per 


quindi 


X 


, d ì y ( dx\ l 1 

così — ( — - 1 = - , 
dx 1 \ds / a 


d ì y 

'dx* 


1 + 


(dy 

\dx 




ì 

a' 


quindi 


tan 


. dy x 

' — — - + costante. 
dx a 


La costante svanisce se supponiamo l’ origine nel punto più 
basso della curva; quindi 

dy x 

— — tan - ; 
dx a 
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onde 


y , * 

- — — log cos- 
ti a 


( 4 ). 


Poiché in questo caso l’area della sezione in ogni punto è 
proporzionale alla tensione in quel punto, la curva determinata 
da (4) si chiama la Catenaria di eguale resistenza. 

Poiché T—\m = mag, abbiamo il seguente risultato: la ten- 
sione in ogni punto è eguale al peso di una lunghezza a di un 
filo uniforme della stessa area e densità che il filo ha attualmente 
nel punto considerato. 

153. Le equazioni (1) dell’Articolo precedente si possono 
scrivere 

m d 2 x dT dx 

• + — — + «*X = 0 (1). 


ds 1 


ds ds 
dT dy 


3 5 ? + Ss + ’” y = 0 


( 2 ). 


du dx 

Si moltiplichi (1) per e (2) per — e si sottragga; così 

, „ , , dx d 2 x dy d 2 y . . 

dalla quale, essendo — — , 4- ^ ^ = 0, troviamo 

dx 

m — 


, ( d*x dy <Pydx\ / 

W ds ds 2 ds) V 


— (3). 

dhi \ ds ds ! ’ 


ds 1 

Ancora, si moltiplichi (1) per ^ e (2) per ~ e si sommi; allora 


dT , ( 


ds ds/ 


( 4 ). 


Da (3) e (4) eliminando T, deduciamo 

dx 


m 




d*y 
ds * 

che è l’ equazione generale della curva quando le forze date agi- 
scono in un piano. 


^.rrrrrr^r .-„ _r-; p : 
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154. Nell’ Art. 150 abbiamo trovato le equazioni 


dT 

ds 


+ m 


(*£♦**♦*£) 


= o 



= w* F* 


( 1 ), 

( 2 ). 


Sia 9 l' angolo che la forza risultante mFòs fa con la tangente 
nel punto (sr ,y,z)\ allora 


_ „ dx , , du , „dz 


quindi, per (1), 
e quindi, per (2), 


dT v 

= — mF cos tp 
ds T 


^ = »i l F* sen 1 9 


( 3 ), 


Se la forza è tale che la sua direzione passi sempre per un punto 
fisso, l’ intero filo giacerà in un piano che passa per le sue estre- 
mità e pel punto fisso, non essendovi alcuna ragione perchè esso 
dovesse cadere da una parte piuttosto che dall’ altra di questo 
piano. Sia r la distanza del punto ( x,y,z ) della curva dal punto 
fisso, p la perpendicolare dal punto fisso sulla tangente in (x,y,z)\ 
allora (3) e (4) si possono scrivere 


dT 

ds 



( 5 ), 


Quindi 

quindi 

o 

Inoltre, da (5), 
Quindi 


— = mF - (6). 

p r 

J. dT _ r dr _ 1 dp 

T ds p p ds p ds ' 

log T = costante — log p , 

Tp= C. 

T= -j mF dr. 

- = -/»« Fdr. 

P J 
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Si ponga 9 (r) per — J mF dr\ allora 


4 



e da questa equazione differenziale si deve trovare la relazione 
tra r e 0. 

L’equazione Tp—C si può anche ottenere semplicemente cosi: 
supponiamo che una porzione finita del filo diventi rigida; questa 
porzione è sollecitata dalle tensioni nelle sue due estremità e da 
altre forze che passano tutte per un punto fisso\ si prendano i 
momenti intorno a questo punto fisso; quindi il prodotto della 
tensione nella perpendicolare dal punto fisso sulla tangente deve 
avere lo stesso valore nelle due estremità della porzione finita 
del filo. Cosi Tp — costante. 

155. Un filo è disteso sopra una curva piana levigata ; trovare 
la tensione in ogni punto e la pressione sulla curva. 

Supponiamo da principio che si trascuri il peso del filo. 

Sia APQB il filo, A e B essendo i punti in cui esso lascia la 



curva. Siano P,Q punti adiacenti nel filo; le normali della curva 
in P e Q s’ incontrino in 0; sia 0 l’ angolo che PO fa con una 
linea retta fissa, e 0-4-60 l’angolo che QO fa con la stessa linea. 
L'elemento PQ è sollecitato da una tensione in P secondo la 
tangente in P, una tensione in Q secondo la tangente in Q, e la 
resistenza della curva levigata che agirà ultimamente secon- 
do PO. 

Sia s la lunghezza della curva misurata da un punto fisso sino 
a P, e PQ-òs\ dinoti BSs la resistenza della curva sopra PQ,T 
la tensione in P, P+62'la tensione in Q. Supponiamo che l’ele- 
mento PQ diventi rigido, e si risolvano le forze che agiscono su 
di esso secondo la tangente e la normale in P; allora 


T — (T+ 8T) cosò) = 0 (1), 

iiSs — (T+ %T)senò ! ) =■ 0 (2). 
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„ , A f (SO)* (80)* 

Ora coso0 = l-_ + ^-- 

quindi (1) dà con la divisione per SO 

ZT <T+?Tì\ 50 (S0)S 4- 

--(T+oT) x 2“-[J + 


quindi ultimamente 


^-0 
dO ~ ’ 


1 — 0 ; 


onde T= costante, (3). 

Inoltre 8s=p80 ultimamente, p essendo il raggio di curvatura in 
P, quindi, da (2), abbiamo 

T 

*=p ; : < 4 >’ 

Poiché Tè costante, il filo non sarà in equilibrio a meno che le 
forze che tirano le sue due estremità non siano eguali. 

La pressione totale sulla curva sarà j Rds\ quindi da (4), l’in- 
tera pressione 



Poiché 7' è costante, J TdO = T6 + costante ; 

quindi la pressione totale =T( 0 S — 0,), supponendo 0, il valore 
di 0 in A, e 0 2 il valore di 0 in B. 

Supponiamo ora che si tenga conto del peso del filo. Si prenda 
l’asse delle y orizzontale e quello delle x diretto verticalmente 
in giù. Sia mgZs il peso dell’elemento PQ. Ragionando come 
sopra, si troveranno analogamente ad (1) e (2) le equazioni 

T - ( T+ 8 T) cos 80 — mgZs sen 0 = 0 (5), 

i?Ss — (T+ òT) sen 50 — mgòs cos 0 = 0 (6), 

in cui 0 è l’angolo acuto che la normale della curva in P fa con 
1’ asse delle x. 

Da (5) otteniamo ultimamente 
clT 

- = -mg senO (7), 

T 

e da (6) JR = — b mg cos 0 (8) , 

P 

in cui p è il raggio di curvatura della curva in P. 

19 
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Poiché la curva si suppone essere conosciuta, s e p si possono 
supporre funzioni cognite di 0; così (7) ed (8) ci faranno trovare 
T ed R in termini di 6. 0 pure possiamo esprimere T ed li in 
termini delle coordinate rettangolari del punto P; infatti se di- 
notiamo queste coordinate con x ed y, abbiamo 

. dx . dy 
sen Q = — , cos 9 = — ; 
ds ds 


così (7) si può scrivere 


quindi, se m è costante, 

T— — mgx + C, 

in cui C è una costante; si conoscerà il valore di questa costante 
conoscendo la tensione del filo in un punto dato, per esempio in 
A o in B. 

Inoltre da (8) 

7} _C-mgx , ____ dy _ 

R — + -»»*. 

dy . . . . 

e p e — si conosceranno in termini di x ed y poiché la curva è 
conosciuta. 


156. Formare le equazioni di equilibrio di un filo disteso so- 
pra una superficie levigata e sollecitato da forze qualunque. 

Sia s la lunghezza del filo misurata da un punto fisso B sino 
al punto P; siano x,y,z le coordinate di P; 5s la lunghezza del- 
l’ elemento del filo tra P ed un punto adiacente. <2; mds la massa 
dell’ elemento; B5s la resistenza della superficie su questo ele- 
mento, la direzione della quale. sarà ultimamente la normale 
della superficie in P; siano a,$,y gli angoli che la normale in P 
fa con gli assi; XmSs, YrnSs, Zmòs le forze parallele agli assi 
che agiscono sull’ elemento, esclusa la resistenza Il5s. Quindi, 
nell’equazioni dell’Art. 149, per Xwi possiamo porre Xm+IÌ cosa, 
e fare simili sostituzioni per Ym e Zm\ quindi 

Js( T Ts) + Xm + ■ Rcosa = 0 (1). 

Ts( T ì) + Ym + Rcos ^° < 2 >- 

i{ T %) + Zm+Rco ^ =:(> (3 >‘ 
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Si moltiplichi (1) per (2) per t e (3) per e si addi- 

cts &$ ClS 

zioni; allora, poiché 


dx dy „ dz 

— cos a — cosp -)- — cos y = 0 , 

ClS 


ds 


ds 


essendo una tangente alla superficie in un punto qualunque 
perpendicolare alla normale in quel punto, abbiamo, come nel- 
1* Art. 150, 


dT ( dx du dz\ 

+ ;)=* < 4 >- 


Ancora, si moltiplichi (1) per cosa, (2) per cosp, e (3) per cosy, 
e si addizioni; allora 

( d 2 x dhj d*z ) 

3 l3? cosa + *5 c<,s? + *> co,1( ( 

4- m j X cosa 4- Yeos£ + Z cosy } 4 R — 0 ... (5). 

Sia FmZs la risultante di Xmòs, Ytrns, Zmòs, e ({/ l’angolo 
che la sua direzione fa con la normale alla superficie nel punto 
(x,y,z)\ allora 

X cosa + Ycos [3 4- Z cosy = F cos<{/. 

Sia p il l'aggio di curvatura assoluta della curva formata dal 
filo nel punto ( x,y,z)\ siano a',( i',y' gli angoli che la sua dire- 
zione fa con gli assi; 9 l’angolo che la sua direzione fa con la 
normale alla superficie; allora 

d 2 x __ cos a' d 2 y _ cosp' d t z _ cosy' 
ds 1 p ’ ds 2 ~ p ’ ds* — p 

Quindi (5) diviene 
T 

— cos 9 4- Fin cos 4* 4- R — 0 (6) . 

Sia u — 0 l’equazione della superficie; allora 

cos a cos 3 cos y „ 

~ — — L = = N supponiamo. 

du du du, 

dx dy dz 
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Quindi (1) si può scriverò 


~d l x v dTdx die 

2’ JV + X)H + Tr + M r 
ds- ds ds dx 

e (2) e (3) si possono esprimere similmente. 
dT 

Si eliminino — ed UN, ed otteniamo 
ds 




dy du de dii N 


ds de 


(*£+*-)G 


Se poniamo per T il suo valore da (4) , l’ equazione risultante , 
insieme con m=0, determinerà la curva formata dal filo. 

Apparisce dall’ Art. 151 che la risultante di Fmlis ed R5s deve 
giacere nel piano osculatore della curva nel punto (x,y,z). Seia 
direzione di Fm$s è sempre normale alla superficie w=0, poiché 
quella di Eòs è anche normale alle superficie, ne segue che la 
normale della superficie piace nel piano osculatore della curva. 
Questa sappiamo essere una proprietà della linea di massima o 
minima lunghezza che si può tracciare sopra una superficie tra 
due punti dati. Quindi, allorché un filo è disteso sopra una su- 
perficie levigata ed è sollecitato solamente da forze che sono nelle 
direzioni delle normali della superficie nei loro punti di appli- 
cazione, esso forma la linea di massima o minima lunghezza che 
si può tracciare sulla superficie tra i punti estremi del suo con- 
tatto con la superficie. 

Quando Fm5s è sempre normale alla superficie, segue da (4) 
che Tè costante. 


157. Daremo ora gli enunciati di alcuni teoremi, di facile di- 
mostrazione, connessi con l’argomento dei fili flessibili. 

I. Sia un filo qualunque in equilibrio, supponendo le sue 
estremità fisse e la gravità la sola forza: allora il centro di gra- 
vità di una porzione qualunque del filo si troverà verticalmente 
al di sopra del punto d’ intersezione delle tangenti nelle estremità 
della porzione. 

II. Si supponga un filo flessibile in equilibrio sotto l’azione 
di una forza centrale. Allora l’azione risultante della forza cen- 
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trale sopra una porzione qualunque del filo È diretta secondo la 
linea retta che congiunge il centro della forza col punto d’ inter - 
sezione delle tangenti nelle estremità della porzione. 

III. Supponiamo che un filo flessibile sia in equilibrio sotto 
l’ azione di una forza centrale che varia come la distanza. Allora 
la linea retta che congiunge il centro di gravità di una porzione 
qualunque del filo col centro di forza coincide con la direzione 
della forza centrale risultante sulla porzione. 

Combinando questo teorema col precedente si ottiene la se- 
guente proprietà del filo flessibile che è in equilibrio sotto l’ a- 
zione di una forza centrale che varia come la distanza: 17 centro 
di gravità di una porzione qualunque si trova sulla linea retta 
che congiunge il centro di forza col punto d’ intersezione delle 
tangenti nelle estremità della porzione. 

IV. Supponiamo che un filo pesante non di uniforme densità 
e spessezza sia sospeso da due punti fissi; e sia in equilibrio. Sia 
t la tensione in un punto qualunque, 0 l’angolo che la tangente 
in quel punto fa con l’orizzonte; allora t cosO sarà costante. In- 
fatti s' immagini che una porzione qualunque del filo diventi ri- 
gida, allora le sole forze orizzontali che agiscono su di essa sono 
le parti risolute delle tensioni in ciascuna estremità; e queste 
debbono perciò essere eguali in grandezza: quindi 

t cos 0 = costante = ■ supponiamo (1). 

Sia w il peso della porzione del filo contenuta tra un punto 
fisso qualunque ed il punto variabile che si considera. Allora 
risolvendo le forze verticalmente otteniamo in simil modo 

t sen 0 -io = costante ; 

onde w — t tan 0 + costante (2). 

Inoltre risolvendo le forze che agiscono su di un elemento se- 
condo la normale troviamo 

t 

— gin cos 0 = 0 (8) , 

9 

in cui p è il raggio di curvatura e gmos si prende per il peso 
dell’elemento Ss. Quindi da (1) o (3), 

- = gm cos-0. 
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1. Nella catenaria ordinaria mostrare che il peso del filo tra 
il punto più basso ed un altro punto qualunque è la media geo- 
metrica tra la somma e la differenza delle tensioni nei due punti. 

2. Se a e (3 sono le inclinazioni all’orizzonte delle tangenti 
nelle estremità di una porzione di una catenaria ordinaria, ed l 
è la lunghezza della porzione, mostrare che l’altezza di una estre- 
mità sull’ altra è 


sen 


a + (3 


cos 


a-(3’ 


la porzione si suppone essere tutta dalla stessa parte del punto 
più basso. 

3. Una catena pesante uniforme lunga 110 piedi è sospesa da 
due punti nello stesso piano orizzontale alla distanza tra loro di 
108 piedi; mostrare che la tensione nel punto più basso è pros- 
simamente 1,477 volte il peso della catena. 

4. Una catena uniforme di lunghezza 21 è sospesa da due punti 
fissi nello stesso piano orizzontale; 2a è la distanza tra i punti 
fissi e c la lunghezza della catena il di cui peso è eguale alla ten- 
sione nel punto più basso; mostrare che quando l è tale che la 
tensione nei punti di sospensione è la minima possibile quella 

tensione è eguale al peso di una lunghezza — della catena, ed l 

e c sono determinate da 


7 = |c(e' c -e - ") , il? + c*)c*-a l lt. 

5. Se una catena uniforme è fissa a due punti, ed un numero 
qualunque di anelli A,B,C,... sono in libertà di muoversi lungo 
linee orizzontali levigate nello stesso piano verticale, dimostrare 
che le parti AB, BC, CD, ... si conformeranno in curve che sa- 
ranno tutte archi della stessa catenaria. 

6. Tre anelli di una catena A, B,e C sono mobili liberamente 
lungo tre linee rette orizzontali rigide nello stesso piano verti- 
cale. Se quando A e C sono tirati tanto lontano tra loro quanto 
è possibile, le loro distanze orizzontali da B sono eguali, mo- 
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strare che ciò avverrà sempre quando esse sono tenute in ogni 
altra posizione. 

7 . Una catena pende in equilibrio sopra due punti levigati che 
sono in una linea orizzontale e ad una data distanza tra loro; 
trovare la minima lunghezza della catena affinchè l’ equilibrio 
sia possibile. 

Risultato. La minima lunghezza è he, in cui h è la data di- 
stanza. 

8. Dimostrare che l’operazione necessaria per mantenere un 
cervo volante diminuisce a misura che esso s’innalza, la forza 
del vento essendo indipendente dall’altezza, e trascurandosi la 
pressione del vento sul filo. 

9. Un filo pesante uniforme è in equilibrio sopra un arco di 
una curva levigata il di cui piano è verticale „ mostrare che la 
tensione in ogni punto è proporzionale alla sua altezza verticale 
al di sopra del punto più basso del filo. Se il filo poggia sopra 
una parabola il di cui asse è verticale, determinare la distanza 
verticale delle sue estremità al di sotto del punto più alto affin- 
chè la pressione in questo punto sia eguale a due volte il peso 
di un’unità di lunghezza del filo. 

Risultato. La distanza verticale è eguale alla metà del lato 
retto della parabola. 

10. Un estremo di una catena pesante uniforme pende libera- 
mente sullo spigolo di una tavola levigata, e l’altro estremo pas- 
sando su di una carrucola fissa arriva alla stessa distanza al d. 
sotto della tavola di quella della carrucola al di sopra di essai 
Supponendo che la metà della catena sia sulla tavola nella po- 
sizione di equilibrio, paragonare la sua lunghezza totale con 
l’altezza della carrucola. 

Risultato. La lunghezza sta all’ altezza come 6+2 ^'3 sta ad 1. 

11. Una catena pesante uniforme è legata alle sue estremità 
a due anelli di pesi eguali che scorrono sopra verghe levigate 
intersegantisi in un piano verticale ed inclinate sotto lo stesso 
angolo a alla verticale; trovare la condizione affinchè la tensione 
nel punto più basso sia eguale alla metà del peso della catena; 
ed in questo caso mostrare che la distanza verticale degli anelli 
dal punto d’ intersezione delle verghe è 

| cota log(l + y]2) , 
in cui l è la lunghezza della catena. 
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12. La densità in un punto qualunque di una catenaria di 
densità variabile varia come il raggio di curvatura; deteinninare 
l’equazione della catenaria. 

Risultato. La curva dell’ Art. 152. 

13. Una corda pesante con un estremo fisso ad un punto nella 
superficie di un cilindro orizzontale levigato passa al di sotto 
del cilindro e poi al di sopra, l’altro estremo potendo pendere 
liberamente. Mostrare che se la porzione che pende verticalmente 
non è maggiore del diametro del cilindro, la corda si svolgerà, 
in modo da pendere dal punto fisso senza passare al di sotto del 
cilindro. 

14. Se un filo uniforme pende in forma di una parabola per 

l’azione solamente di forze normali, la forza in ogni punto P 
_ s 

varia come ( SP ) * , S essendo il fuoco. 


15. Un filo uniforme sollecitato da una forza centrale prende 
la forma di un arco di cerchio; determinare la legge della forza, 
il centro di forza essendo sulla circonferenza del circolo. 

Risultato. La forza varia inversamente come il cubo della 
distanza. 


16. Una sfera levigata poggia sopra un filo senza peso legato 
alle sue estremità a due punti fissi; mostrare che se l’ arco di con- 

. 48 

tatto del filo e della sfera non è minore di 2 tan 1 — , la sfera si 

55 

può dividere in due porzioni eguali per mezzo di un piano verti- 
cale senza disturbare l’equilibrio. 

17. Mostrare che sè una catena circonda esattamente un cir- 
colo verticale levigato, in modo da essere in contatto nel punto 
più basso senza premere, l’intera pressione sul circolo è il dop- 
pio del peso della catena, e la tensione nel punto più alto è tre 
volte quella nel più basso. 


18. Due fili senza peso della stessa lunghezza hanno le loro 
estremità fisse in due punti nello stesso piano orizzontale. Una 
sfera levigata di raggio r e di peso W è sostenuta sopra di essi 
alla stessa distanza da ciascuno dei punti dati. Se il piano in cui 
giace ciascun filo fa un angolo a con l’orizzonte, dimostrare che 


Wa 

la tensione di ciascuno è coseca, a essendo la distanza fra 


i punti. 


19. Una catena pesante uniforme pende sopra due caviglie le- 
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vigate ad una distanza 2 a tra loro nello atesso piano orizzonta- 
le. Quando vi è equilibrio, 2s è la lunghezza della catena tra le 
caviglie, la quale pende in forma di una catenaria, c è la lun- 
ghezza di una porzione della catena il di cui peso è uguale alla 
tensione nel punto più basso, ed h è la lunghezza dell’estremo 
che pende verticalmente. Se Ss e Sh sono i piccoli incrementi di 
s ed h corrispondenti ad una piccola uniforme espansione della 
catena, mostrare che 

Ss : Sh = s ■ e — h ■ a : h • c — s • a. 


20. AB, AC sono due verghe eguali ed uniformi mobili in- 
torno ad un ganghero fisso in A, CB è una catena uniforme, 


eguale in lunghezza ad AB o AC ed 



del loro peso , che 


congiunge gli estremi B e C; mostrare che nella posizione di 
equilibrio, l'angolo 0 che ciascuna verga fa con l’orizzonte è 
dato approssimativamente dall’ equazione 



1 

4 (n + l) 2 ’ 


n essendo grande in paragone dell’ unità. 

21. Un filo uniforme circoscrive esattamente un dato circolo 
levigato, ed è attratto da una forza che varia come la distanza 
da un punto nell’interno del circolo. Trovare la tensione in ogni 
punto, supponendo che essa svanisca nel punto più vicino al 
centro di forza, e mostrare che la forza alla massima distanza 

intera pressione sul circolo 
massa del filo 


•20 
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ATTRAZIONE. 


CAPITOLO X. 

Attrazioni. 


158. Risulta da considerazioni che si sviluppano nelle opere 
sull’Astronomia fisica, che due particelle di materia situate ad 
ogni distanza sensibile l’una dall’ altra si attraggono scambievol- 
mente con una forza direttamente proporzionale al prodotto delle 
loro masse, ed inversamente proporzionale al quadrato della loro 
distanza. 

Supponiamo quindi che un elemento sia attratto da tutti gli 
elementi di un corpo - , se risolviamo l’ attrazione di ciascun ele- 
mento del corpo nelle componenti parallele a due assi rettango- 
lari fissi, e prendiamo la somma delle componenti che agiscono 
in una data direzione, otteniamo l'attrazione dell’intero corpo 
sull’elemento risoluta in quella direzione, e possiamo così cono- 
scere l’attrazione risultante del corpo in grandezza e direzione. 
Daremo alcuni esempli particolari , e poi passeremo alle formole 
generali. 


159. Trovare l' attrazione di una linea retta uniforme sopra 
impunto esterno. 

Per linea retta intendiamo un cilindro tale che la sezione per- 
pendicolare al suo asse è una linea curva, ogni corda della quale 
è infinitamente piccola. 

Sia AB la linea, P l’elemento attratto; si prenda A per ori- 
gine, ed AB per dire- 
zione dell’ asse delle x. 

Si tiri PL perpendico- 
lare ad Ax\ sia AB-l, 

AL = a, PL = b. Siano 
M ed N punti adiacenti 
nella linea , AM = x, 

MN=8x. Se p è la den- 
sità della linea, e x l’a- 
rea di una sezione per- 
pendicolare alla sua lunghezza, la massa dell’elemento è px 8x. 

Sia m la massa di P; allora l' attrazione dell’ elemento MN so- 
pra P è (Art. 158) 



jm» px 8x 
( PM )* ’ 
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in cui [A è una quantità costante. Quindi, la parte risoluta del- 
1’ attrazione sull’elemento parallela all’asse delle x, è 

pm px òx ML pw px (a — x) òx 
PM* ' PM ° . ' 

Inoltre la parte risoluta dell'attrazione dell’ elemento parallela 
all’asse delle y, è 

pwi px òx PJL pi» px box 

PM * PM {5 2 + (a-:r) 2 f 2 

Siano X ed rie parti risolute dell’attrazione della linea, pa- 
rallele agli assi delle x e delle y rispettivamente; allora 

f 1 ( a — x)dx ... 

X = p»ipxl — (*)» 

J ° { 6* + (a - x)*\* 
bdx 

r = p»» px I j (2). 

J 0 { -J- (a — 

Quindi, ponendo f per ppx, troveremo 

x 1 ! pi " pa \ (3) ’ 

v _ fm [AL BL] us 

PLÌPA PB\ W * 

Sia APL—(X, BPL=§, APB-'i ; allora 

X — ~ (cos p — cos a), 

JlJj 

Y = (sen a — sen g); 

quindi V(X*+r J ) = -p^ V j(cos 0 - cosa) 2 + (sen a - sen £) 2 j 

= S^ (2_2c0ST * = ~È sen h (5) ' 


Questo dà la grandezza dell’attrazione risultante. Inoltre 
X _ cos g — cos a __ ^ a + 

Y~sena — sen{3 2 


( 6 ). 


Questo mostra che la direzione dell’ attrazione risultante bisega 
l’angolo APB. 
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gj|| ATTRAZIONE. ARCO CIRCOLARE. 

Se L cade tra A e B, si vedrà da (1) e (2) che l’espressione di 
X in (3) rimane invariata, ma quella di Tin (4) si cambia in 

fm \AL BL) 

Pi 1J3 + PB)' 

Questo non altererà il risultato in (5), e la direzione della risul- 
tante bisegherà sempre l’angolo APB. 

Apparisce dalla investigazione che X è l’ attrazione risoluta 
parallela all’asse delle x diretta verso l’asse delle y, ed Y è l’at- 
trazione risoluta parallela all’asse delle y e verso l’asse delle x. 

160. Nella ricerca precedente abbiamo preso m per dinotare 
la massa dell’elemento attratto; in seguito supporremo sempre 
che la massa dell’elemento attratto sia dinotata dall’unità. Per 
formarci un’idea precisa della quantità p, possiamo supporre 
due elementi ciascuno che abbia la sua massa eguale all’ unità 
di massa , allora p sarà l’ intera forza che uno di essi eser- 
cita sull’ altro quando la distanza tra loro è l’unità di lunghezza. 
Siccome, però, scegliendo convenientemente l’unità di massa 
possiamo fare p = l, in seguito non considereremo necessario 
d’introdurre p. 


161. Trovare l’attrazione di un arco circolare sopra di un 
elemento situato nel centro del circolo. 

Sia AB un arco circolare qualunque; per 0 centro del circolo 
si tiri la bisettrice dell’ angolo 
AOB, e si prenda questa linea 
per asse delle a;. Sia POx= 0, 

QOP=M, AOB=2a, OB = r. 

L’attrazione dell’elemento PO 
risoluta parallelamente agli assi 
delle x e delle y rispettivamente 
è, se p e x hanno lo stesso si- 
gnificato come nell’ Art. 159, 


xprSO xprSO 

- . cosQ e - . -senO; 
r‘ »•* 



quindi 


X 

Y 


_ 2 xp 
r 


cos 0 dO = — - sen a, 


r J -a 

= ^r S en0d6 = O. 

r J -a 
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Paragonando questi risultati con quelli nell’Art. 159, appari- 
sce che l' attrazione di un arco circolare sopra un elemento nel 
centro è la stessa in grandezza e direzione di quella di una linea 
retta qualunque A'B' che tocca l’ arco AB ed è terminata dalle 
linee OA ed OB prolungate, l’arco e la linea essendo supposto 
di avere la stessa densità, ed eguali le aree delle loro sezioni 
trasversali. , 

Se OP ed OQ si prolungano sino ad incontrare la linea A'B' 
nei punti P' e Q' rispettivamente, si può mostrare che l’attra- 
zione dell’elemento P'Q' sopra un elemento in 0 è eguale a quella 
di PQ, ed in questo modo potremmo dimostrare ciò che or ora 
si è fatto vedere, che le attrazioni di AB e di A'B' sopra un ele- 
mento in 0 sono eguali e coincidenti. 

Ne segue facilmente, che se un elemento è attratto dai tre 
lati di un triangolo, esso sarà in equilibrio se è posto nel centro 
del circolo inscritto nel triangolo. 


162. Trovare l' attrazione di tuia lamina circolare uniforme 
sopra un elemento situato nella linea retta condotta pel centro 
della lamina ad angoli retti sul suo piano. 


Supponiamo C il centro del circolo 1)AB, il piano della figura 
coincidendo con una faccia della 
lamina, e l’elemento attratto es- 
sendo nella linea retta condotta 
per C perpendicolarmente alla 
lamina e ad una distanza c da 
C. Si descrivano col centro C 
due circoli concentrici adiacenti, 
l'uno col raggio CP--r, e l'altro 
col raggio CQ=r+tr. Dinoti v. 
la spessezza della lamina, che si 
suppone essere una quantità in- 
finitamente piccola , allora la 
massa dell’ anello circolare con- 
tenuto fra i circoli adiacenti è 2itpxrSr. Ogni elemento in que- 
sto anello circolare è ad una distanza ^/(c ! +r*) dall’elemento at- 
tratto ; inoltre l’ attrazione risultante dell’ anello è nella linea 
retta condotta per C ad angoli retti sulla lamina, ed è eguale a 



2irpxròr c 

7+7 f ' V(c*+r*) ’ 


£ 

il fattore — — — r- essendo il 
V(c ! +r*) 


moltiplicatore necessario per risol- 
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ATTUAZIONE. VI ASTRA. 


vere l'attrazione di ogni elemento dell’anello secondo la normale 
alla lamina in C. 

Quindi, l’attrazione risultante dell’intera lamina è 

o r rdr 
2itpxc I 1 , 

V + r *) 1 

in cui b è il raggio del contorno della lamina. 

n [ b rdr 1 1 

r “ /•(«,+„»■« v<'*+w ; 

quindi l’ attrazione risultante 

Se supponiamo che b diventi infinita, otteniamo per l’attra- 
zione di una lamina infinita sopra un elemento esterno, l’espres- 
sione 27IOX, che è indipendente dalla distanza dell’ elemento at- 
tratto dalla lamina. 

Dall'ultimo risultato possiamo dedurre l’ attrazione risultante 
di una piastra uniforme di spessezza finita, ma di estensione in- 
finita, sopra un elemento esterno. Infatti, supponiamo che la 
piastra sia divisa in un numero infinitamente grande di lamine, 
ciascuna della spessezza x; allora l’attrazione di ciascuna lamina 
agisce nella linea retta condotta per l’elemento attratto perpen- 
dicolarmente alle superficie della piastra, ed è eguale a 2i:px. 
Quindi, l’attrazione risultante si troverà addizionando le attra- 
zioni delle lamine, e sarà 2itp/t, se li è la spessezza della piastra. 

Se un elemento è situato sulla superficie esterna di una pia- 
stra infinita, il risultato ora ottenuto esprimerà l’attrazione della 
piastra sull’ elemento. So esso è situato nell’interno della pia- 
stra ad una distanza h da una delle sue facce piane ed li' dall’al- 
tra, l’attrazione risultante sarà 2ttp (h'—h) verso l’ultimo piano. 

163. Per mezzo dell’Articolo precedente possiamo trovare l’at- 
trazione risultante di un cilindro uniforme su di un elemento si- 
tuato nel suo asse. Supponiamo diviso il cilindro in un numero 
infinitamente grande di lamine per mezzo di piani perpendicolari 
al suo asse; sia x la distanza di una lamina dall’elemento attrat- 
to, 8x la spessezza della lamina, b il raggio del cilindro; allora 
l’attrazione della lamina è 


2irp jl— 


V(* s + &*)) 


ox. 
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Si supponga l’elemento attratto al di fuori del cilindro ad una 
distanza c da esso; sia h l’altezza del cilindro; allora l’attrazione 
risultante del cilindro 


= 2 rp [h - V |(c + >0 2 + 1 + V(c* + &*)]• 


Se supponiamo c=0 sicché l’ elemento sia sulla superficie del 
cilindro l’attrazione risultante è 


2 -p {/»- N /(** + &*) + &!• 

164. Per trovare l’ attrazione di un cono uniforme sopra un 
elemento nel suo vertice, incominciamo con l’espressione 


27 * 1 - 


V (**+&*)) 


ox, 


per l’attrazione di una lamina del cono. Inoltre, se a è il semi- 
angolo al vertice del cono, abbiamo 


V(z* + &’)- C0Sa; 
quindi, l’attrazione risultante 

rh 

= 2irp (1 — cos a) j dx = 2np (1 — cos a) h: 
in cui h è T altezza del cono. 

Si vede facilmente che la stessa espressione vale per l'attra- 
zione del tronco di cono su di un elemento situato nel vertice 
del cono completo, li rappresentando in questo caso l’altezza del 
tronco. 

Se il cono è un cono obliquo con la base una figura piana qua- 
lunque è sempre vero che l’ attrazione di un tronco sopra un ele- 
mento al vertice varia come la spessezza del tronco. Si conside- 
rino due lamine parallele infinitamente sottili a differenti di- 
stanze dal vertice di un tal cono, allora le attrazioni di queste 
lamine sull’ elemento al vertice saranno le stesse. Infatti si pren- 
da un elemento infinitamente piccolo dell’area sulla superficie 
di una delle lamine, e si formi una superficie conica con linee 
rette che passano pel perimetro di quest’area e per l’elemento 
attratto; questa superficie conica intercetterà elementi nelle due 
lamine che sono limitati da figure piane simili. Ora, supponendo 
le lamine della stessa spessezza, le masse degli elementi varie- 
ranno come i quadrati delle loro distanze dall’elemento attratto, 
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e così essi eserciteranno attrazioni eguali su questo elemento. 
Lo stesso risultato vale per ogni coppia corrispondente di ele- 
menti nelle due lamine, e cosi le due lamine eserciteranno sull’e- 
lemento al vertice attrazioni che sono eguali in intensità e coin- 
cidenti in direzione. Segue da ciò che l’attrazione di un tronco 
varia come la sua spessezza. 


165. Finora abbiamo considerato il corpo attraente di unifor- 
me densità, ma si può introdurre nelle questioni considerevole 
varietà con le diverse supposizioni intorno alla legge della den- 
sità. Supponiamo, per esempio, che nel caso della lamina circo- 
lare nell’ Art. 162 la densità in ogni punto della lamina sia e?(r ) , 
in cui r è la distanza di quel punto dal centro; cp(r) si deve al- 
lora porre invece di p nell’ Art. 162 e deve stare sotto al segno 
integrale. Perciò l’attrazione della lamina sarà 

( b a (r) rdr 
2 TXY. — j . 

‘ V + r*)* 



in cui o ò una costante, il risultato è 

„ f b dr 2tix<jò 

2 ircxc / 5 , o j . 

(e* + r*)* c(c* + &*)* 


166. Trovare l’ attrazione risultante di un insieme di elementi 
che costituiscono uno strato sferico omogeneo di piccolissima spes- 
sezza sopra di un elemento al di fuori dello strato. 

Sia C il centro dello strato, Jfun elemento qualunque di esso, 
P l’elemento attratto.. Sia CM—r, PM~y , Cp—c, Q=all’ angolo 



PCM, 9 =all’ angolo che il piano PClffa col piano della figura: 
5r=alla spessezza dello strato, e dinoti p la densità dello strato. 
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Il volume del solido elementare in Mè r 2 sen03r 60 69 (si vegga 
l’ Art. 129). L’attrazione dell’intero strato agisce secondo PC\ 
l’attrazione dell’elemento in M risoluta secondo PC è 


pr 2 senO Sr 60 69 c — r cos 0 
2/ 1 V 

Elimineremo 0 da questa espressione per mezzo dell’ equazione 
?/ 2 — c 2 -f r 2 — 2 re cos 0 ; 


onde 


0 ^ = _ 

dy cr 


c — r cos 0 


?/ 2 -f c 2 — r 2 
2 c 


Quindi l’ attrazione di M su P secondo PC 


pr5r / c 2 — r l \ „ 


Quindi 1' attrazione risultante dell’intero strato 



-pr5r f c+T f 

C* ] c-r \ 


1 + 



rcprJr 4usr 2 6r massa dello strato 

= (2r + 2r) = — — = * 

c 1 c 2 c 2 


Questo risultato mostra che lo strato attrae l’elemento in P 
nello stesso-modo come se la massa dello strato fosse condensata 
nel suo centro. 

167. Segue dall’Articolo precedente, che una sfera la quale è 
o omogenea 0 pure costituita di strati sferici concentrici di uni- 
forme densità, attrae l’elemento in P nello stesso modo come 
se l' intera massa fosse riunita nel suo centro. 


168. Trovare V attrazione di uno strato sferico omogeneo di 
piccola spessezza sopra un elemento situato nel suo interno. 

Dobbiamo procedere come nell’ Art. 166; ma i limiti di y sono 
in questo caso r — c ed r + c; quindi l’attrazione risultante dello 
strato 



itpr3r 


(2c - 2 c) = 0. 


21 
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ATTUAZIONE. STRATO ELLISSOIDALE. 


Quindi un elemento nell’interno dello strato è attratto ugual- 
mente in ogni direzione. 

Supponiamo un elemento dentro di una sfera omogenea alla 
distanza r dal suo centro; allora per quello che si è or ora di- 
mostrato tutta quella porzione della sfera che è ad una distanza 
dal centro maggiore di quella dell’ elemento non produce alcun 
effetto sull’elemento. Inoltre per l’Art. 166, il rimanente della 
sfera attrae l’elemento nello stesso modo come se la massa del 
rimanente fosse riunita nel centro della sfera. Così se p è la den- 
sità della sfera l’ attrazione sull’ elemento è 



cioè 


4itpr 

“IT’ 


Così nell’ interno di una sfera omogenea V attrazione varia come 
la distanza dal centro. 


169. Le proposizioni intorno all’ attivazione di uno strato sfe- 
rico uniforme sopra un elemento esterno o interno furono date 
da Newton ( Principia , Lib. 1. Prop. 70, 71). Il risultato rispetto 
all’elemento interno fu esteso da Newton al caso di uno strato 
limitato da superficie sferoidiche simili e similmente poste (Prin- 
cipia, Lib. I. Prop. 91, Cor. 3). La proposizione è anche vera 
quando lo strato è limitato da superficie di ellissoidi simili e si- 
milmente posti, il che passiamo a dimostrare col metodo dato da 
Newton per le superficie sferoidiche. 

170. Se uno strato di uniforme densità è limitato da due su- 
perfìcie ellissoidali concentriche, simili e similmente poste, V at- 
trazione risultante sopra un elemento interno svanisce. 

Sia l’elemento attratto P il vertice di una serie infinita di coni 



retti. Siano NMPM'N' ed nmPm'n' due linee generatrici di uno 
di questi coni, e supponiamo che le curve nella figura rappre- 
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sentino l’ intersezioni delle superficie dello strato col piano che 
contiene queste linee generatrici. Le curve saranno ellissi simili 
e similmente poste, e per una proprietà di tali ellissi, 

MN-M'N' ed mn-m'n'. 


Prendendo l’angolo del cono abbastanza piccolo, ciascuna delle 
due porzioni dello strato che esso intercetta sarà ultimamente 
un tronco di cono, ed avendo eguali altezze e l’angolo verticale 
comune, esse eserciteranno eguali attrazioni su di P. (Si vegga 
l’Art. 161). Simili considerazioni valgono per rispetto a ciascu- 
no della infinita serie di coni di cui P è il vertice, e per conse- 
guenza l’attrazione risultante dello strato svanisce. 

Questo risultato essendo vero , qualunque sia la spessezza 
dello strato, è vero quando lo strato diviene infinitamente sottile. 


171. In modo presso a poco simile possiamo stabilire la pro- 
posizione seguente dovuta a Poisson; V attrazione risultante di 
uno strato infinitamente sottile limitato da due superficie ellissoi- 
dali concentriche, simili, e similmente poste sopra un elemento 
esterno è nella direzione dell’asse del cono inviluppante che ha il 
suo vertice nel dato elemento. ( Creile , Journal, Voi. XII. p. 141). 
Si dinoti P elemento esterno con Q\ e supponiamo che P nella 
figura precedente sia il punto dove l’ asse del cono inviluppante 
incontra il piano di contatto del cono e dello strato ellissoidale. 
Si tirino delle linee rette NMM'N' ed nmm'n' come nella figura 
precedente. Dinoti p. la massa dell’elemento Mn è p.' la massa 
dell’elemento M'ri. 


L’ attrazione di pi è eguale a 




l’attrazione di p.' è eguale a — 777 , ed agisce secondo QM’. 


QM* 

p/ 

QM 


ed agisce secondo QM ; 


Ora 


ji ... li' . 
Pili- “ P3f'* ’ 


e si sa, per la teoria delle Coniche, che QM c QM' fanno ungali 
eguali con QP\ quindi 


e quindi 


PM PM' 
QM ~ QM ' ’ 

li _ li' 
QM*- QM'* ‘ 


Così gli elementi p. e p.' esercitano eguali attrazioni su di Q\ e 
poiché le direzioni di queste attrazioni fanno angoli eguali con 
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ATTUAZIONE. ELLISSOIDE SCHIACCIATO. 


QP, l’ attrazione risultante di questi due elementi agisce secondo 
QP. Un simile risultato vale per ogni coppia di elementi in cui 
lo strato ellissoidale si può decomporre; e così ne segue la propo- 
sizione. Apparisce dal corso della dimostrazione che ogni piano 
per P divide lo strato in due parti che esercitano eguali attra- 
zioni su di Q. 

Segue da questo risultato, passando al limite, che l’attrazione 
risultante dello strato infinitamente sottile sopra un elemento a 
contatto con la superfìcie esterna è nella direzione della normale 
alla superficie nel punto di contatto. 

Daremo ora nei due Articoli seguenti alcune proposizioni che 
serviranno da esercizii; i risultati approssimati che otterremo 
possono essere in appresso verificati con una esatta investigazio- 
ne. (Si vegga l’Art. 181). 


172. Trovare V attrazione di uno sferoide schiacciato omogeneo 
di piccola eccentricità sopra un elemento nel suo polo. 

Sia 2c la lunghezza dell’asse minore e 2 a quella dell’asse 
maggiore dell’ellisse generatrice. Lo sferoide si può supporre 
formato da una sfera concentrica, di raggio c, e di uno strato 
esteriore; calcoleremo le attrazioni di queste parti separata- 
mente. 

Si faccia una sezione della sfera e dello sferoide con un piano 
perpendicolare all’asse di rotazione dello sferoide aduna distanza 
x dall’elemento attratto. Questo piano intersega la sfera e lo 
sferoide secondo cerchi concentrici, l’area del primo essendo ir y* 

7ia J ? y2 

e quella del secondo , in cui g t = 2cx — x 1 ; la differenza di 


queste aree è it 1^ y 1 . Se si fa una seziono con un secondo 

piano, parallelo al primo e ad una distanza Sx da esso, il volume 

della porzione dello strato intercetta tra i piani sarà — 1^) 

La distanza di ogni elemento dell’anello così formato dall’ele- 
mento attratto è approssimativamente *J(2cx), e, siccome l’at- 
trazione risultante dell’ anello agirà secondo l’ asse dello sferoide , 
essa sarà, approssimativamente, 




y*òx 


V (2 ex) 2 ex 


2 cx*-x* 

(2 c)* 


%x. 
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Quindi l' attrazione risultante dello strato 
_ Tip (o ? — c 1 ) 

FI 
2 2 c* 

Se supponiamo c=«(l-e), e essendo molto piccolo, abbiamo 
a* — c* = 2c*s approssimativamente: 
quindi l’attrazione risultante dello strato 




(2 ex*— a: 2 ) dx 


Sup («* — c 2 ) 

= 15c 


167tpéC 
— T5 ' 

Inoltre l’attrazione della sfera sull'elemento, per l’Art. 167, 

4 

- 3 “pc; 

quindi l’ attrazione dello sferoide sull’ elemento 



c. 


173. Trovare l'attrazione dì uno sferoide schiacciato omogeneo 
di piccola eccentricità sopra un elemento al suo equatore. 

Sia 2c la lunghezza dell’asse minore, e 2a quella dell’asse 
maggiore dell’ellisse generatrice. Lo sferoide si può supporre 
essere la differenza tra una sfera concentrica di raggio a ed uno 
strato, e le attrazioni della sfera e dello strato si possono calco- 
lare separatamente. Si faccia una sezione della sfera e dello sfe- 
roide con un piano perpendicolare alla linea retta che congiunge 
l’ elemento attratto col centro comune della sfera e dello sferoide, 
c ad una distanza x dall’elemento attratto; questo piano segherà 
la sfera secondo un circolo l’area del quale è ri/ 2 , dove y t =2ax—x t , 
e segherà lo sferoide secondo un’ellisse di cui i semiassi sono 

rispettivamente t/e-, e l’area della quale è perciò La 


differenza delle due aree è Kyl—^jy*. Se si fa una sezione 

con un secondo piano parallelo al primo, e ad una distanza òx 
da esso, il volume della porzione dello strato intercetta tra i 

piani sarà y 1 5x. La distanza di ogni elemento dell’a- 
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nello così formato dall’elemento attratto è approssimativamente 
\l (2ax)] e siccome l’attrazione risultante dell’anello agirà se- 
condo la linea retta che unisce l’elemento attratto col centro, 
essa sarà approssimativamente 


=,rp ( i- (D 


x y 1 8x 
*J(2ax) 2 ax 


i s 
2 ux 2 —x ì 

(2 o)* 


5x. 


Quindi l’ attrazione risultante dello strato 


_ np (a — c) 


_3 

2 2 < 


na 

j.0 ( 


(2 «jc s — x 1 ) dx = 


STCp (« — C) 
■ 15 


Sitpfis 
15~ ’ 


se c,— a (1 — s). 


Inoltre l’attrazione della sfera, per l’ Art. 167, 

4 

= 3 


quindi l’attrazione dello sferoide sull’ elemento 


4 8 itpaó 4 

- ^ Ttp« ~ - 3 'P 



a. 



Nello stesso modo si potrebbe mostrare che le attrazioni di 
uno sferoide allungato omogeneo di piccola eccentricità sopra 
elementi al polo ed all’equatore sono rispettivamente 



2c essendo l’ asse di rotazione dello sferoide, ed 

a — c (1 — e). 

174. Diamo un altro esempio. Alle volte è utile di paragonare 
l’attrazione esercitata dalla Terra sopra un elemento alla cima 
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di una montagna con l’attrazione esercitata dalla Terra sullo 
stesso elemento all’ordinario livello della superficie terrestre. 
L’investigazione è data daPoisson, ( Mécaniquc , Tom. I. p. 492- 
496). Dinoti r il raggio della Terra, all’altezza della montagna, 
g l’ attrazione della Terra sopra un elemento di un’unità di massa 
all’ordinario livello della superficie terrestre. Se non vi fosse 
montagna l’ attrazione della Terra sull’ elemento ad una distanza 

.... 

x dalla sua superficie sarebbe g - — ^ : dobbiamo quindi ag- 

giungere a questa espressione l’ attrazione esercitata dalla mon- 
tagna stessa. Supponiamo che la montagna sia di uniforme den- 
sità p, consideriamola di forma cilindrica, e l’elemento stia al 
centro della sua superficie superiore; allora per l’Art. 163 l’at- 
trazione risultante è 

2itp VO* 1 + &*).+ b j, 

in cui b è il raggio del cilindro. Se b è così grande ‘in paragone 

X 

di x che il quadrato di ^ si possa trascurare, questa espressione 

si riduce a 2i;p.r. Così se g' dinota l’attrazione alla cima della 
montagna 


g = 


gr‘ 


(r + a;)* 


-i- 2i:pir. 


Dinoti 0 la densità media della Terra, sicché la massa della 
. 4itar 3 

1 erra sia — - — ; allora 


9 = 


4 tic » -3 4"or 


3r 5 


cosi 


, ( r* 3px ) 

9 - 9 \V+ 


Ora la densità media della Terra si conosce che è circa cinque 
volte e mezzo quella dell’acqua, e da quello che si può conget- 
turare della densità della materia alla superficie terrestre, pos- 


. Ed 


P 1 

siamo supporre - = - 

r 1 ( x\~ % 2x 

^ ^ = ^1 — J =1 approssimativamente; 

, / 2x 3x\ f 5*\ 

“ sl j'=5( i 1 - 7+ -)=.,( i 1--). 
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FOltZA CHE VAKIA COME LA DISTANZA. 


Sino a qual punto le approssimazioni fatte in questo Articolo 
siano permesse sarebbe difficile di valutare; dall’ Art. 162, ap- 
parisce che nel prendere 2r.fx per rappresentare l’attrazione 
della montagna, noi in fatti facciamo consistere la montagna di 
una piastra uniforme di spessezza finita x, ma di estensione in- 
finita. 

Per le ricerche relative alle attrazioni delle montagne lo stu- 
dente può consultare il trattato di Pratt sull’ Attraetìons... and 
thè figure of thè Earth. 

Finora ci siamo limitati a semplici esempii della legge ordi- 
naria di attrazione; passiamo ora a considerare alcune altre leggi 
di attrazione, ed anche alcuni casi più complicati della legge or- 
dinaria. 

175. Se gii elementi di un corpo attraggono con una forza che 
varia come il prodotto della massa per la distanza, l' attrazione 
risultante del corpo è la stessa come se l'intera massa del corpo 
fosse concentrata nel suo centro di gravità. 

Si prenda il centro di gravitò, del corpo attraente per origine 
delle coordinate, e siano a, b, c le coordinate dell’elemento at- 
tratto. Si divida il corpo attraente in elementi infinitamente pic- 
coli; siano x, y, z le coordinate di un elemento, m la sua massa, 
ed r la sua distanza dall’elemento attratto. Allora l’attrazione 
di questo elemento ò mr, e risolvendola parallelamente agli assi 
coordinati , otteniamo 

a — x b — y c — z 

mr , mr , mr • , 

r r r 

rispettivamente. Quindi, se X, Y, Z dinotano le parti risolute 
dell’intera attrazione, abbiamo 

X = 'Lm{a — x), ¥ — Et» (b — y), Z = Zm(c — z). 

Ma, poiché l’origine è il centro di gravità del corpo attraente, 
abbiamo 

Y,mx = 0 , Zmy — 0 , Zmz = 0; 

quindi X — alm, Y—bZm, Z — cLm. 

Ma queste espressioni sono le attrazioni risolute di una massa 
Em situata all’origine, il che stabilisce la proposizione. 

176. Trovare V attrazione di tino strato sferico omogeneo sopra 
un elemento fuori dì esso; la legge di attrazione essendo rappre- 
sentata da <p(y), in etti y è la distanza. 
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Se procediamo come nell’ Art. 166, troviamo l’attrazione ri- 
sultante dello strato sopra P secondo PC 

zar òr f c ~ i r 

= -~j— / Ci/ 2 + e 2 — r 1 ) 9 (y) dy. 

f c—r 

Si supponga f 9 (>/) dy = 9, (y) , 

ed Jd 9 i (y)dy = ù(y)- 

Allora, integrando per parti, abbiamo 

j (ìf- + r 2 - r-) ?(y) dy = ( if- + c 2 - r 2 ) 9, (y) -2 Jy 9, (y) Jy 

= (»/ 2 + c 2 - r 2 ) 9, («/) - (y) ; 

a prò)" /' c+r 

quindi - I + c 2 - r 2 ) 9 (#) dy 

c ~ 2 c-r 

=* 2 zpròr ] — 9, (c+r)-— 9, (c-r) - ^(c+r) | 


o_ *.( <Mc + r)-<|>(c-r)] 

*- u 5/ 0# ‘ • - 




r 


Quest’ ultima formola si è introdotta semplicemente come un 
artificio analitico per semplificare l’espressione. 


177. Trovare V attrazione dello strato sopra un elemento in- 
terno. 

Il calcolo è lo stesso come nell’ultimo Articolo, eccetto che i 
limiti di y sono r—c ed r+c. Quindi, l’attrazione dello strato 


= 2spr8r| > -^9 t (r+c)+-^a t (r-c)-^(r+c)+^(r-c) | 




I 

y 


178. Le forinole dei due Articoli precedenti daranno l’attra- 
zione quando la legge di attrazione è conosciuta. 

Es. 1. Sia 9 ( r ) = onde 9, (r) = - * '■ + A , 

'|(r) = -r+^Ar 2 + 2f;- 
A e B essendo costanti. 

22 
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Quindi l’ attrazione sopra un elemento esterno 
_ » . d \ — 4r + A (c + r)* - A (c - r)* ) 

= 2 '‘f'°'Tc \ Tc ) 

=: 2npr8r~(^ ~~ + 2Ar^j = — — , (Art. 1G6). 

L’attrazione sopra un elemento interno 

„ d ( - 4c + A (r + c)* - A (r - c)* } 

= 2 lt P r0r ^| 2 c 1 

= 2icp rSr -j — 2 + 2zlr | = 0, (Art. 1 G 8 ). 

Es. 2. Sia 9 (»') = r; 

onde 9 , (r) = - r* + il, «j/ (r) = g r 1 + | Ar 2 + B. 

L’ attrazione sopra un elemento esterno 


.. d ( (c + r)* — (c — r) 1 + 4A(c + r)* — 4A (c — r)- i 

= 2 ^ m Tc\ 5 ! 

= 2»pr5r y- 1 c*r + r* + 2ir j 
= 4np i- 2 c8r = massa x c. 

L’attrazione quindi è la stessa come se lo strato fosse riunito 
nel suo centro. Trovammo questa proprietà per la legge del qua- 
drato inverso. Vedremo ora se vi sono altre leggi che danno la 
stessa proprietà. 


179. Trovare quali leggi di attrazione ci permettono di sup- 
porre uno strato sferico condensato nel suo centro quando attrae 
un elemento esterno. 

Sia 9 (r) la legge della forza; allora, se c è la distanza del cen- 
tro dello strato dall’ elemento attratto, r il raggio dello strato, 


e 


à(r) 



l’ attrazione dello strato 


= 2i:p ròt 


d ( t!/ (c -f r) — tk(c — r) | 
tir ì c ! 
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Ma se lo strato ò condensato nel suo centro, l’attrazione 
= 4itp r-òr o (c) ; 

quindi 1 1 J V(d + n)-i|.(c-r) J = 2 , f (c) 

fei sviluppino t|/(c+»") e <l(c— r) secondo le potenze di r, allora 
usando ò'(c) per — etc. abbiamo 

= 2r 9(e) + 2 i { ^ +"'(<’> + ■■•}; 
si A™ 


onde 


rfc ( c [_3 

qualunque sia r; quindi 




Ma 

4 »' (c) = cj 9 (c) de ; 

quindi 

ò" (c) = j <p ( c ) de + c 9 (c) ; 

quindi 

(c) = 2 9 (c) + c 9' (c). 

Quindi, per la prima delle precedenti equazioni di 
P er <Kc). 

2 a ( c ) 

' -■ + 9 '(c) = costante. 


Si ponga 3 A per questa costante; si moltiplichino i due mem- 
bri dell’equazione per c 1 e s’integri; così 


onde 


c l 9 (c) =• Ac s 4- B ; 

. v . B 
9 ( C ) = Ac + - s . 


Questo valore soddisfa a tutte le altre equazioni di condizione 
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per t}>(c); quindi le leggi richieste di attrazione sono quelle della 
distanza diretta, del quadrato inverso, ed una legge composta 
da queste. 

180. Trovare per quali leggi lo sirato attrae un elemento in- 
terno egualmente in ogni direzione. 

Quando questo è il caso, 


• 


onde 


qualunque sia c , A essendo una costante indipendente da 
quindi 

<J/(r) — A, <}/"(»•) = 0, etc. 

Dalla seconda condizione, abbiamo 


-B + B'r + JS'V 1 , 

in cui B, B', 

e 2 ?" 'sono costanti. 

Quindi 

<{/ (r) o rj 9 (r) dr — B' + 2B"r ; 

onde 

J 9 (r) dr = y + 21 ?" ; 

quindi 

B' 

9(r) = -- ; 


con questo valore di 9 (r) tutte le altre equazioni di condizione 
sono soddisfatte; quindi la sola legge che soddisfa la condizione 
è quella del quadrato inverso. 


181. Trovare V attrazione di uno sferoide schiacciato omoge- 
neo sopra un elemento nell’ interno della sua massa, la legge di 
attrazione essendo quella del quadrato inverso della distanza. 

Siano aedi semiassi, a essendo maggiore di c; e sia l’equa- 
zione dello sferoide riferito al suo centro come origine 


4 - #* , z 1 
a> + c* = 


1 


( 1 ). 


Siano f, g, h le coordinate dell’elemento attratto; r la distanza 
dall’ elemento attratto di un punto qualunque della massa at- 


- J 
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traente; 0 l' angolo die r fa con una linea retta parallela all’asso 
delle z\ 9 l’angolo che il piano che contiene r ed una linea retta 
pel punto ( f,g,h ) parallela all’asse delle z fa col piano delle (x,z). 
TI volume di un elemento della massa attraente 

= r 2 sen 0 50 69 Sr, 

come nell’ Art. 129 . Sia p la densità dello sferoide; allora l’at- 
trazione di questo elemento sull’elemento attratto è psenQ 5059 Òr, 
e le parti risolute di questa parallele agli assi delle x,y,z, sono 

psen *0 COS9 50 59 5 r, psen 2 0 sen9 50 59 5 r, 

e p sen 0 eoa 0 60 69 òr, 

rispettivamente. Quindi le attrazioni dell’intero sferoide si tro- 
veranno integrando queste espressioni tra i limiti convenienti. 
Passiamo a trovare questi limiti. 

Nell’equazione ( 1 ) si ponga 

f + r sen 0 cos 9 per x, 

g 4- r sen 0 sen 9 per y, 

li 4- r cos 0 per z\ 

allora 1‘ equazione dello sferoide diviene 


(f -|- r sen 0 cos 9) 1 + (g + r scnO sen 9)* (li 4- r cos 0 )* _ 1 

4 - 7, ~~ — » 


«- 


c* 


s |sen 2 0 t eos 2 0 | t 0 (/’sen0cos94-'?sen0sen9 i /icosO[ 
f* + 9* /** 


= l 


Si ponga 


a* c- 
seu 2 0 cos 2 0 


a- 


+ 




=-K, 


f sen 0 cos 9 + g sen 0 sen 9 h cos 0 7 , 

7 ? +-^2- - 

allora JOr- + 2KFr + F*-lI ( 2 ). 

L’equazione ( 2 ) darà due valori por r, uno positivo e l’ altro nc- 
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gativo; questi valori si possono dinotare con r, c — r 2 , essendo 


- F + \IH 


F + <JH 


Quindi per trovare l’intera attrazione dello sferoide parallela 
all’asse delle x, integriamo prima l’espressione 

p sen 2 Q cos 9 30 5 ? òr 

rispetto ad r tra i limiti r=0 ed r=r,, ed anche tra i limiti r=0 
ed r=r 4 , e prendiamo la differenza; otteniamo così 

p sen 2 Q eos 9 (r t — r,) 30 89 ; 

questo deve essere integrato tra Oeu per f, e 0 e 1: per 0 . Se 
A dinota l’intera attrazione parallela all’asse delle x, agente 
verso l’origine, abbiamo allora 


fit rr. p 
= 2 ? JoJoK* 


sen 2 0 cos 9 d 0 d%. 


Possiamo semplificare questa espressione omettendo quei termini 
clic svaniscono per i principii del Calcolo integrale; cosi 

4 _ o/v l' K f K sen 3 0 cos 2 9 dO d<f 
' ] 0 } 0 c* sen 2 0 + a* cos 2 0 

. , f~ sen 3 0 dO 
71 * ° J 0 c 2 sen 2 0 + o 2 cos 2 0 
, f’ 11 (1 — cos 2 0) sen 0 il 0 
71 ^ C J 0 c 2 4 - (a* — c 2 ) cos 2 0 
ic fa c 2 f 5 ( a 2 sen 2 0 .1 

- a* - e ! J ° ( c* + ( 0 * - «*) cos' 0 " 6 i d ‘ 


a 2 — c 2 ( c ^/(a 2 — c 2 ) c 

Sia c 2 =« 2 (l— e 2 ); allora il risultato si può scrivere 

. „ . I V(1 - c 2 ) 1 - c 2 1 

A = 2n/p | v - -j— sen 1 e — J. 


l-c 2 


Nello stesso modo, se B dinota l’intera attrazione parallela 
all’asse delle y, 

T , „ ( V(1 - e 2 ) 1 - c 2 1 

i? = 2^pj^_ S en 
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Dinoti C l’ intera attrazione parallela all’ asse delle z, allora 
i k r F 

C— 2p | — sen 0 cos 0 d 0 da 
J oj o K 

— 27 ! f* f K sen ® C0S2 ® 

^ ° J oj o c 2 sen 2 0 + a 2 cos 2 0- 

2i:7/p a 1 f~ ( e 2 sen 0 ) „ 

~ a* - c*i o 1 Sen ° “e* + (a* - c 2 )cos 2 0 f <7 ° 

= ( _ c V(«* - C*) \ 

a* — c 2 t \/(«* — c 2 ) c ). 

..il s/(l - e 2 ) 1. 

= 4tt 7;p j —ì — — — ; — sen ' e 
f e 2 e- 1 ) 

Se lo sferoide è allungato a è minore di e. Si può dimostrare 
allora che 

1 ^ i c + V (c8 -« 2 ) 1 


i? = 


2-pp c 2 


1 -• 


■ lo 2 


c + s /(c® - a 2 ) 


c* — a 2 ( * c v /(c 2 — a 2 ) * v "° « I ’ 

r, 4-7(p« 2 ( c , c+V(c*-o*) , ] 

; -'(■ 

Si può notare che in tutti e due i.casi 

ABC. 

—? + 1- - j- = 4rp. 

f g h 


182. Dalle espressioni nell'Articolo precedente vediamo che 
l’ attrazione è indipendente dalla grandezza dello sferoide e di- 
pende solamente dall’ eccentricità. 

Quindi l’attrazione dello sferoide simile al dato e che passa 
' per l’ elemento attratto, è la stessa di quella di ogni altro sferoide 
concentrico simile e similmente posto che comprende V elemento 
attratto nella sua massa. Quindi uno strato sferoidale le super- 
ficie del quale sono simili, similmente poste, e concentriche, at- 
trae un elemento nel suo interno egualmente in tutte le-direzio- 
ni. Questo è stato già stabilito; si vegga l’ Art. 170. 
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Se poniamo l’ellitticità dello sferoide = s, e supponiamo z 
molto piccolo sicché si possa trascurare il suo quadrato, abbiamo 
per l’ellissoide schiacciato, poiché c=a(l-—e), 

c * . 
c 1 = 1 — ^ = 1 — (1 — e)* — 2z approssimativamente. 

Uopo sviluppo e riduzione otterremo approssimativamente 



Per lo sferoide allungato, poiché « = c(1 — e), 

e* = 1 - n ' = 1 - (1 - s) 2 = 2s. • 

c 1 ’ 

Dopo sviluppo e riduzione otterremo approssimativamente 



183. Se invece dello sferoide prendiamo un ellissoide di cui i 
semiassi sono a, h, c, si può mostrare che 


1 = 4i:7ipol> J 


cos 2 0 sen 0 d 0 


^(« 2 cos 2 0 + c 2 sen 2 0) ^/(ò 2 cos 2 0 + c 2 sen 2 0) ’ 


ed i valori di A o B si possono trovare con cambiamenti simme- 
trici nelle lettere a, h, c ed f, g, h. 

Se mutiamo a,h,c in «(l+n), 6(l-f«), c(l+n) rispettivamente, 
l’espressione di C rimane invariata ; e così ancora le espressioni 
per A e B rimangono invariate. Ciò mostra che uno strato di 
qualunque spessezza, terminato internamente ed esternamente 
da ellissoidi concentrici simili e similmente posti, non esercita 
alcuna - attrazione sopra un elemento nel suo interno. Questo è 
stato gii stabilito; si vegga l' Art. 170. 
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184. Supponiamo che si voglia l’attrazione di uno sferoide 
sopra un elemento esterno. 

Nell’equazione (2) dell’ Art. 181, avremo ora P*-.// una quan- 
tità positiva, e le due radici di quell’ equazione quadratica avran- 
no lo stesso seguo. Quindi troveremo 

. A = 2p!J-^?8en*0 cose? d<p dO. / 

I limiti dell’integrazione rispetto a 0 conterranno 9 , infatti 
questi limiti si troveranno ponendo H=0, e ciò conduce alla se- 
guente equazione quadratica per determinare tanO, 

2h tan 0 f cos + g sen 9 1 / f* + g*\_ 

+ c* «* + c* V a» / - ‘ 

Allora i limiti di 9 si debbono determinare con la condizione che 
i valori di tan 6 forniti da questa equazione quadratica siano 
eguali ; ciò conduce dopo qualche riduzione alla seguente equa- 
zione per determinare i limiti di 9 , 

(f C 0 S 9 + g sen 9) 1 = /’* + (/*- a*. 

Non è però necessario di procedere con queste integrazioni com- 
plicate, poiché possiamo ottenere il risultato indirettamente per 
mezzo del teorema d’Ivory, il quale dà una relazione tra le at- 
trazioni di ellissoidi sopra elementi esterni ed interni ; questo 
teorema sarà vero per gli sferoidi essendo essi inclusi tra gli ellis- 
soidi, e poiché l’attrazione di uno sferoide sopra un elemento 
interno è stata già trovata, il teorema ci abiliterà a determinare 
1 ' attrazione di uno sferoide sopra un elemento esterno. 

185. Richiederemo una definizione preliminare ed una propo- 
sizione prima di dare il teorema d’Ivory. 

Punti corrispondenti sopra due ellissoidi sono punti di cui le 
coordinate sono proporzionali agli assi ai quali esse sono rispet- 
tivamente parallele. 

Negli ellissoidi omofoculi la distanza tra due punti, uno su 
ciascun ellissoide, è eguale alla distanza tra i loro punti corri- 
spondenti. 

Dinotino ( x,y,z ) e (£,*],£) due punti P e Q sopra un ellissoide 
di cui i semiassi sono a,b,c\ allora i punti corrispondenti P' e Q' 

23 
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sopra un ellissoide di cui i semiassi sono a',b',c', saranno dino- 
tati da 

( a'x b'y c'z\ (a!\ b\ c%\ 

vr- V TJ ed IT' T- -)■ 

Cosi 

Quindi PQ'*-P'Q* ~ 

<*■ - 5 1 ) 0 - ^) + »’ - 1 ’) ( 1 - ^ ( 1 - ?) 

poiché gli ellissoidi sono omofocali. 


quindi 


a* + b* c* “ a« + b* + e* ’ 
PQ'i _ P'Qt = 0 ; 

PQ' = l y Q. 


Teorema d’ Ivory. L’ attrazione di un ellissoide sopra un ele- 
mento sulla superfìcie di un ellissoide omofocale risoluta paral- 
lelamente ad un asse sta all’ attrazione del secondo ellissoide so- 
pra il punto corrispondente sulla superfìcie del primo ellissoide , 
così risoluta, come il prodotto degli altri due assi del primo el- 
lissoide sta al prodotto corrispondente nel secondo ellissoide: i 
due ellissoidi essendo omogenei e della stessa densità. 

Siano a, b,c i semiassi del primo ellissoide; a',b',c' quelli del 
secondo. Dinoti ( f,g,h ) un punto sulla superficie del primo ellis- 
soide; ( f',g',h ') il punto corrispondente sulla superficie del se- 
condo ellissoide. 

L’attrazione del primo ellissoide sopra un elemento in ( f',g',h ') 
risoluta parallelamente all’ asse delle x è 

/// ^~r~ ? ( r ) dx dy ds > 

dove r* -•= (x - /•')* + {y- g')* + (z- /»')*, 

e la legge di attrazione è rappresentata da <p(r); p è una costan- 
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te; l’integrazione si deve estendere a tutto il volume del primo 
ellissoide. 

Sia J <p(r)dr=<p(r). S’integri rispetto ad x ; e dinotino r, ed r t 

i valori di r alle estremità di una corda dell’ellissoide parallela 
all’asse delle x. Così l’attrazione risoluta è 

ff | fydz. 

Nello stesso modo l’attrazione risoluta del secondo ellissoide 
sopra il punto corrispondente sulla superficie del primo ellissoide 
si può esprimere con 

ff 1 (*•',)- (r’t) | dy'de’. 

Ora supponiamo che si faccia sempre 

• y _ y' s _ z' 
b~V ® c - ?’ 

allora abbiamo per la proposizione preliminare 
r, = r,' ed r 2 = r 2 '; 

ed abbiamo ancora 

d y dz _ bc 
dhj r dz ! ~b r c’' 


Quindi la prima attrazione risoluta sta alla seconda come bc a 
b'c'\ e questo stabilisce il teorema. 

Si vedrà che la -dimostrazione stabilisce qualche cosa di più 
dell’ enunciato del teorema d’ Ivory, cioè quanto segue: si prenda 
un prisma elementare qualunque del primo ellissoide gli spigoli 
del quale siano corde parallele ad un asse, e si prenda il prisma 
elementare corrispondente del secondo ellissoide; allora le attra- 
zioni di questi prismi risolute parallelamente all’ asse sopra i 
dunti corrispondenti stanno come i prodotti degli altri assi: ed 
il teorema d’ Ivory segue dal fatto che gli ellissoidi si possono 
supporre formati di prismi elementari corrispondenti. 

Osserviamo che uno di questi ellissoidi giace interamente den- 
tro dell’altro. In fatti se non è così i punti nei quali essi s’ in- 
tersegano si troveranno sulla curva di cui le equazioni sono 


** .**.** i x* y* s* 

a 1 b 1 c* o* b z c'* 
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le coordinate dei punti d’ intersezione debbono perciò soddisfare 
l’ equazione 


x ! 



Poiché gli ellissoidi sono omofocali questa diviene 
a* a' 1 b*V ir c'c'* ’ 

e questa equazione può essere solamente soddisfatta supponendo 
che svaniscano x,y, e z\ e questi valori non soddisfano alle equa- 
zioni degli ellissoidi. Così gli ellissoidi non s’ intersegano in 
alcun punto. 

Quindi per trovare l’attrazione di un ellissoide di cui i semiassi 
sono a, b, c sopra un elemento esterno di cui le coordinate sono 
f',g' } h' t dobbiamo prima calcolare l’attrazione, risoluta paralle- 
lamente agli assi, di un ellissoide di cui i semiassi sono c' 
sopra un elemento interno di cui le coordinate sono f,g,h\ que- 
ste sei quantità essendo determinate dalle equazioni 

«'* - ò'* = a* - 6*. «'* - c'* = a* - c s , 


f = 


f* h'* , 

a'* + ò'* + c'* ’ 


af' 




ed allora le parti risolute della richiesta attrazione saranno que- 
sti tre risultati calcolati, moltiplicati rispettivamente per 

bc ca ab 

Ve" 771" T/b" 

Si può mostrare che vi è solamente un ellissoide che può avere 
i suoi semiassi a',b',c' che soddisfano alle condizioni richieste 
nel teorema d’ Ivory. 

Supponiamo che a,b,c siano in ordine decrescente di gran- 
dezza. Si ponga t per c'*; sia a i -c t = j), e ò*-c s — q, sicché 2 1 e 1 
sono quantità positive. Abbiamo allora 

a'*=p + t, = 


così otteniamo l’equazione seguente per determinare t , 


1L + 1L. 

j> + t 5 + t 


li’* , n 

+ T - 1 = 0 - 
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Esaminando i cambiamenti di segno dell’ espressione che for- 
ma il primo membro di questa equazione, vediamo che vi è una 
radice tra — p e — q , una radice tra —q e 0, ed una radice tra 0 
e oo. Corrispondente alla prima radice otterremo un iperboloide 
a due falde; corrispondente alla seconda radice un iperboloide 
ad una falda; e corrispondente alla terza radice un ellissoide. 


186. Dimostrare che V attrazione risultante degli elementi di 
un corpo di qualunque figura sopra un elemento di cui la di- 
stanza è molto grande in paragone del massimo diametro del 
corpo attraente, è presso a poco la stessa, come se gli elementi 
fossero condensati nel loro centro di gravità ed attratti secondo 
la stessa legge, qualunque essa sia. 

Si prenda l’ origine delle coordinate nel centro di gravità del 
corpo attraente, l’asse delle x che passi per l’elemento attratto; 
sia c la sua ascissa, e siano x,y,z le coordinate di un elemento 
qualunque del corpo, p la densità di quell’elemento. 

Allora la distanza tra questi due elementi, o r, 


= •J\(c-x)- + y ì + z' i }. 

Sia rcp (r 2 ) la legge di attrazione; allora l’ intera attrazione pa- 
rallela all’asse delle x 


— j'jj p (c — x) <? (c 1 — 2 ex + x 1 + y 2 + a 2 ) dx dy de , 


i limiti essendo dati dall’equazione della superficie del corpo. 
Questa attrazione quindi 

= JJj p(c-x) | cp(c 2 )-(2cx-x i —y i -z 1 ) 9' (c 2 ) •(- . . . j dx dy dz 


^ ilice? (c 2 )+c 3 9' (e 2 ) 


I y 2 +z 2 + 3 x 2 , 7 7 . /A ' 1 

'p- dxdydz + (A), 


31 essendo la massa del corpo , ed Jj j"p x dx dy dz = 0 , poiché x è 

misurata dal centro di gravità del corpo. 

Ora 'supponiamo che x,y,z siano estremamente piccoli in pa- 
ragone di c; allora tutt’ i termini di (A) dopo del primo sono 
estremamente piccoli in paragone di quel termine, osservando 
che c s 9'(c 2 ) è dello stesso ordine di C9(c 2 ) in termini di c. Quindi 
l’attrazione risultante è molto prossimamente JIc9(c 2 ); cioè, essa 
è molto prossimamente la stessa come se gli elementi fossero 
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condensati nel loro centro di gravità ed attratti secondo la legge 
determinata dalla funzione r<p(r l ). 

187. Dall’ Art. 179, apparisce che quando la legge di attra- 
zione è quella del quadrato inverso della distanza, una sfera 
composta di strati, ciascuno dei quali è omogeneo, attrae un ele- 
mento esterno con una forza risultante, che è la stessa come se 
la sfera fosse condensata nel suo centro. Si può mostrare ancora 
che due tali sfere si attraggono tra loro nello stesso modo come 
se ciascuna fosse condensata nel suo centro. Infatti si consideri 
un elemento qualunque della massa della prima sfera; l’attra- 
zione di questo sulla seconda sfera sarà eguale ed opposta all’at- 
trazione risultante della seconda sfera su di esso, e sarà perciò 
la stessa come se la seconda sfera fosse concentrata nel suo cen- 
tro. Similmente, l’attrazione di ogni altro elemento della prima 
sfera sulla seconda sarà la stessa come se la seconda fosse con- 
densata nel suo centro. Procedendo cosi, troviamo che l’intera 
azione della prima sfera sulla seconda è la stessa come se la se- 
conda fosse riunita nel suo centro, e quindi l’attrazione scam- 
bievole delle sfere è la stessa come se ciascuna fosse raccolta nel 
suo centro. 

Se la legge di attrazione è quella della distanza diretta, allora 
due corpi di figura qualunque si attraggono tra loro con una 
forza risultante che è la stessa come se ciascuno fosse raccolto 
nel suo centro di gravità. 

Passiamo alle formole generali per l’attrazione dei corpi di 
figura qualunque. 

188. Si abbia un corpo di forma qualunque; rappresenti f la 
densità di un elemento, il volume del quale è dxdydz , x,y,z 
essendo le coordinate dell’ elemento. Supponiamo che 1’ attra- 
zione tra gli elementi di masse m ed m' rispettivamente, alla di- 
stanza r, sia tnm' -F(r); allora le componenti X,Y,Z parallele 
agli assi, e dall’ origine, dell’attrazione del corpo sopra un ele- 
mento di cui la mussa è l’unità, e di coordinate a,b,c sono date 
dalle equazioni 

X —j jjp - --- - F(r) dx dy ds, 

Y =fffp F ( r ) dx lh J de > 

Z —Jj'jp ~~~ F ( r ) dx d, J dz - 

\ 

r essendo = j (x — a) 1 + (y — b )* + (z — c) 1 
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Le integrazioni si debbono prendere in modo da includere tutti 
gli elementi del corpo attraente. 

Sia a (r) la funzione di r che ha F(r ) per suo coefficiente diffe- 
renziale rispetto ad r, e sia 


U = JlJ p y(r) dx dy dz, 


le integrazioni essendo estese in modo da includere tutti gli ele- 
menti del corpo attraente; allora sarà 


Infatti 


X=- 


dU Y __dU 
da ' ~ db' 


Z-- 


dU 

de 


dy (»•) _ dy ( r ) dr 
da dr da 


= F(r)f a = -F(r) 


X 


— a 
r 


> 


quindi 


x= ~llhiiT dxd! " l ‘ 


.-Alti 

daJJ. 


p y(r) dx dy dz 


dU 

da 


y_ _ dJJ 

db 


Similmente si possono stabilire le equazioni 

* = ~T- 

Si può osservare che se in qualche caso, per esempio quello 
di un solido infinito, l’integrale U diviene infinito, ma i coeffi- 
cienti differenziali —, — -, — - sono finiti, i valori precedenti 
da db de 

di X,Y,Z saranno ancora esatti. 

Infatti supponiamo che si prenda una porzione finita del so- 
lido; le componenti della sua attrazione avranno per valori i 
coefficienti differenziali di U- Supponiamo ora che si estenda 
senza limiti la porzione della massa considerata, le componenti 
dell’ attrazione saranno sempre 


_clU _dU _dU 
da ’ db ’ de ' 

sia che U cresca o pur no senza limite. Quindi se quelle espres- 
sioni tendono a limiti, quei limiti saranno le componenti dell’at- 
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trazione del solido infinito. E se esse crescono indefinitamente, 
possiamo concludere che l’attrazione cresce senza limite a mi- 
sura che la porzione del corpo che si considera aumenta; questo 
si esprime dicendo che l' attrazione del solido è infinita. 


189. Se la legge di attrazione è quella del quadrato inverso, 
abbiamo 

F(r) = ~ , e <p(r) = -^. 

T* T 


Sia V— — U, cioè, sia 



p dx dy dz 
r 


(i); 


allora, come nell’Articolo precedente, abbiamo per le attrazioni 
parallele agli assi delle x,y,z rispettivamente, e dall' origine, 


X = 


dV 
da ’ 



Z 


dV 
de ’ 


L’equazione che dà V è equivalente alla seguente operazione: 
si decomponga la massa attraente in elementi infinitamente pic- 
coli, e si divida la massa di ciascun elemento per la distanza di 
quell’ elemento dall’ elemento attratto ; la somma di questi quo- 
zienti è V. Quindi, il valore di V sarà del tutto indipendente 
dagli assi, rettangolari o polari, che possiamo trovare conve- 
niente di impiegare. Supponiamo che si faccia uso delle ordina- 
rie forinole polari, e si prenda per origine la posizione dell’ele- 
mento attratto; allora l’elemento di volume è (Art. 129) 
r* sen 0 Òcp S0 òr; quindi 

V— jj'j prsenÓ da dO dr (2). 

Supponiamo che l’ elemento attratto formi parte della massa 
attraente; allora, poiché r svanisce per quegli elementi della 
massa attraente che sono in contatto con l’elemento attratto, 
dall’ equazione (1) sarebbe dubbio se V sia finito in questo caso; 
ma da (2) vediamo che esso è realmente finito. 


190. Esprimere per mezzo di V V attrazione risoluta secondo 
una linea qualunque. 

Sia s la lunghezza dell’ arco di una curva misurato da un punto 
fisso sino all’elemento attratto P; siano l, m, n i coseni di dire- 
zione della tangente a questa linea in P; li l’ attrazione risoluta 
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secondo questa tangente; allora 

2? = IX + mY + nZ 

dV dV dV 
= l — + m — + n v- . 
da db de 

Ora, se ci restringiamo ai punti clie giacciono sulla linea s, 
V diventerà una funzione della sola s ; poiché V è una funzione 
di a, b e c, e ciascuna di queste si può riguardare come una fun- 
zione di s ; cosi avremo pel calcolo differenziale, 

dV_d¥ da j dV db dV de . 

ds ~ da ds db ds de ds ’ 


e poiché 


da db 

— = ?, — = m, 

ds ds 


de 

ds 


= w, abbiamo 


E = 


dV 
ds ' 


191. Esaminare il significato della funzione V. 

Questa funzione è di cosi grande importanza che sarà bene di 
fermarci un poco sul suo significato. 

In primo luogo si deve osservare che l’equazione (1) contiene 
una definizione fisica di V, che non ha nulla da fare col sistema 
di coordinate, rettangolari, polari, o altre qualunque, che si 
possono usare per definire algebricamente le posizioni di P e 
degli elementi attratti. Così V si deve considerare come una fun- 
zione della posizione di P nello spazio, se può permettersi una 
tale espressione, piuttosto che una funzione delle coordinate di 
P; sebbene, in conseguenza della sua dipendenza dalla posizione 
di P, V sarà una funzione delle coordinate di P, di qualunque 
sorta esse siano. 

In secondo luogo, si può osservare che sebbene finora si sia 
immaginato un elemento attratto come situato in P, pure Fha 
un significato definito dipendente dalla posizione del punto P, 
sia che ivi esista un elemento attratto o pur no. Cosi V si deve 
considerare come avente un valore definito in ciascun punto dello 
spazio, indipendentemente dalla materia attratta che può esi- 
stere in alcuni luoghi. 

La funzione V si chiama il potenziale della massa attraente. 

192. Calcolare il valore di V nel caso di uno strato sferico, la 
densità essendo una funzione della distanza dal centro. 

24 
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Si prenda per asse delle x la linea retta che congiunge il centro 
della sfera con l’ elemento attratto P, che è evidentemente la di- 
rezione dell’attrazione risultante; sia a la distanza di P dal cen- 
tro; u la distanza di un punto qualunque dello strato attraente 
dal centro; 0 e 9 le altre coordinate polari di questo punto; allora 
la massa dell’ elemento in questo punto è p«{*sen 0 òit 60 ò?, e 



p«*sen6 du d 0 d 9 
r 


in cui «, ed w t sono il raggio interno e l’esterno dello strato; 
quindi, 



pM*senG da d 0 
r 


Ora 

quindi 


r- — 11- — 2 au cos 0 + a 1 ; 


senO 


rfO 

dr 


r 

au ' 


e 


T= 



p u du dr. 


Dobbiamo ora distinguere tre casi. 

I. Quando P è al di hi della superficie esterna, i limiti di r 
sono n — « ed a f u ; quindi 



Ma se M dinota la massa dello strato sferico, 



Quindi, X = — = — , o sia l' attrazione è la stessa come se 

da a 1 

la massa dello strato fosse raccolta nel suo centro; questo fu di- 
mostrato nell’ Art. 167 . 
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II. Quando P è al di dentro della superficie interna, i limiti 
di r sono u-a ed u-\-a\ quindi 



Poiché questo è indipendente da a, abbiamo 



Ciò è equivalente al risultato trovato nell’ Art. 168. 

III. Combinando i risultati contenuti nelle equazioni (1) c (2), 
vediamo che se P è tra le superficie che limitano lo strato, 


V — 


4k r° 

a J u 


gu 2 du + 4n 



Da questo possiamo dedurre un risultato contenuto negli Art. 
167 e 168, cioè, che l’ attrazione risultante è la stessa come se 
tutta la massa che è più di P vicina al centro fosse raccolta nel 
centro, ed il resto della materia trascurato. 


193. In ogni punto (a, b, c) dove non vi è alcun elemento della 
■massa attraente, la finzione V soddisfa all’ equazione differen- 
ziale parziale 

d*V , (P7 

da* + db* + de* “ ' 

l 

Infatti poiché r = { (x — a) 2 + (y — b )* -f (z - c) 2 | * , 

d/l\_x — a d /1\ y-b df\\ z — c 
la\r ) ~ ~~r 3 ~ ’ db\rj~~r 3 ~’ dc\r/~~r»~’ 

d 2 /IN _ 3(x-a) 2 _ J_ 
da 2 \r/~ r 3 r 1 ’ 

_ 3 (y-b) 2 _ ì_ 
db 2 \r) r s r 3 ’ 

d 2 /l\ 3 (z-c) 2 1 

de 2 \r ) r 3 r 3 ' 


Digitized by Google 



188 

EQUAZIONE SODDISFATTA DA V. 

quindi 

d * / 1 \ d* fl\ d* fl\ _ 

da*\r/ ' db* \rj ^ de* \r ) ~ 

Ora 

y _JJJ pdxdydz 

quindi 


d*V d*V 

e simili espressioni si hanno per e ; quindi 


d*V d*V (PV 
da * + db* + de* ~ ' 

Questo risultato vale finché l’elemento attratto non è in con- 
tatto con la massa attraente. Se, però, l’elemento attratto è in 

contatto con la massa attraente, r può svanire; e quindi - ed i 

suoi coefficienti differenziali diventare infiniti ; la dimostrazione 
precedente non regge in questo caso. 


194. In un punto interno (a, b, c) intorno al quale la densità 
è f, la funzione V soddisfa all’ equazione 


d*V d*V d 2 V 
da * + db* + de* ~ ^P’ 


d%v d 2 V d*~V 

Per determinare il valore di + —— + — r in questo caso, 

da * db * de 1 

supponiamo descritta una sfera nel corpo in modo che includa 
l’elemento attratto, e sia V=V t -\- F 2 , in cui V 2 si riferisce alla 
sfera e F, al rimanente del corpo attraente; allora 


d*V d*V dW d'-V, , d*V t d*V t 
da * + db * + de * ~ da* + db* + de* 

+ da* db* de* 

d*V t d*V 2 d*V 2 

~ da* + db* + de* ’ 


per ciò che è stato già dimostrato. 

Ora il centro della sfera si può scegliere tanto vicino all’ele- 
mento attratto quanto ci piace, ed il raggio della sfera si può 
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prendere tanto piccolo che la sua densità si può considerare ul- 
timamente uniforme, ed eguale a quella nel punto (a, b, c). 

Siano a, p, 7 le coordinate del centro della sfera; allora le at- 
trazioni della sfera sull’elemento parallele agli assi sono, per 
l’ Art. 167, 

4 4 4 

gnp(a-a), gCp( 6 -P), gitp(c-Y)i 


quindi 


quindi 

quindi 


dV, t _ 4r:p 


da 


(a -a), 


d*7 2 _ 4rp 


dV t __ 4rp . 
de " 3 CC V ' 


da * 

d 4 7 2 
db 4 : 

d*7 2 

de 4 


3 ’ 
4np 

T" ’ 

4rrp 


d*7, d ì V, d 4 7. 


+ 


4 " 


do* ' db 4 ' de 4 
d*7 d*7 d 4 7 


+ 


+ 


da* db 4 de* 


= - 4itp; 
— — 4izp. 


195. Applicazione alla sfera. NellVArt. 192 abbiamo calcolato 
7 con una integrazione diretta nel caso di un corpo composto di 
strati sferici omogenei. Possiamo dedurre ancora il suo valore 
per mezzo delle equazioni negli Art. 193 e 194. Questo ora fa- 
remo. Se una sfera è composta di strati omogenei, 7 sarà una 
funzione della distanza r del centro della sfera dall’ elemento at- 
tratto; l’ attrazione risultante agirà secondo la linea retta che 

congiunge questi due punti, e sarà dinotata da--— . 


L’equazione 


r 2 = a 2 -r b 2 + c* 


darà 

onde 

quindi 


dr 

a 

dr 

b 

dr 

c 

da 

~ r ’ 

db" 

V 

de 

~ r ’ 

dV 

dVdr 

dVa 


da 

dr 

eia 

dr 

r ’ 


d*7 

a* 

d*7 

1 

dV 

a* dV 

da* 

= r* 

d? 2 + 

r 

dr 

r 5 dr 
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similmente 


e 


i PV_l*d*V <1V 

db* r * dr* ^ r dr r 3 dr ’ 

<W_^d*V 

de 1 r* dr * r rfr r 5 (/)• ' 


Addizionando queste equazioni abbiamo, per l’Art. 193, in un 
punto dove non vi è alcun elemento della massa attraente, 


drV 2 dV 
dr * + r d r 


= 0 . 


Questo si può scrivere 


d ( t dV 
TrV Tr 


= 0 ; 


quindi 


dV_C_ 
dr r 2 ’ 


in cui C è una costante. 

Supponiamo che la sfera sia vuota, e che l’ elemento attratto 
sia al di dentro della superficie interna, di cui dinoteremo il 
raggio con r t . Poiché l’attrazione deve evidentemente svanire 


a V 

quando r = 0, dobbiamo avere G— 0; quindi- — =0. Quindi l'at- 
trazione svanisce sempre, e l’elemento è in equilibrio qualunque 
sia la sua posizione dentro della parte inoccupata della sfera. 

Supponiamo in seguito che l’ elemento faccia parte della massa 
della sfera; abbiamo, per l’Art. 194, 


(l*V 2 dV 
dr 2 r dr 


- - ^Ttf, 


p essendo una data funzione di r. 

Si moltiplichi per r*, e s’integri dal valore r, ad r; poiché 
dV 

— = 0 per tutt’i punti nell’interno, accade lo stesso al limite r,; 
così 

r* — 7 — = — 4 k I ar*dr. 
dr J ri 

Ma j 4r>r*pdr è la massa compresa dentro quella superficie della 

sfera che passa per l'elemento attratto. Se la chiamiamo 31', 
abbiamo 

dV _ 3£ 
dr r* 
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M' Il 

Il valore assoluto dell’attrazione sarà perciò — ; esso è lo 

r 

stesso come se la massa M' agisse sola e fosse riunita nel suo 
centro. 

Se l’ elemento attratto è sulla superficie esterna avente il suo 
raggio = r 2 , abbiamo, se M è l’intera massa della sfera viiota, 

dV il/ 
dr ~ r* ’ 

e 1’ attrazione esercitata sopra questo elemento avrà per suo 
valore 

il/ 


Finalmente, si consideri un elemento al di fuori della sfera; 
cioè, pel quale r è maggiore di r 2 ; abbiamo come nel primo 
caso, 

dV _C_ 
dr r' 1 

Ma in conseguenza della discontinuità pi’oveniente dagli elementi 
della massa, la costante C non è, ristretta ad avere lo stesso valore 
come per i punti interni. Per determinarla poniamo r=r 2 ; allora, 
pel caso precedente, dobbiamo avere 

dV _ il/ 

dr ~ r 2 4 ’ 

quindi C = — M\ 

ed avremo per i punti esterni, 

dF__ M_ 
dr r s 

L’attrazione avrà perciò per suo valore 



Questo è d’accordo con l’Art. 167. 

L’applicazione precedente alla sfera serve molto bene per il- 
lustrare le forinole, ma non dà una dimostrazione indipendente 
dei risultati che contiene; poiché il procedimento nell’ Art. 194 
suppone che l’ attrazione di una sfera sopra un elemento interno 
sia conosciuta. Ma possiamo facilmente ottenere i fatti connessi 
con l’attrazione di uno strato sferico senza usare l’Art. 194. 
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CILINDRO INDEFINITO. 


Si consideri uno strato sferico di cui la densità sia una fun- 
zione qualunque del raggio; allora abbiamo, come si è mostrato 
nel principio di questo Articolo, il risultato 

dV__C_ 
dr T ,* ’ 


in cui C è costante quando passiamo da punto a punto senza en- 
trare nella massa attraente. 

Per ogni punto al di dentro della superficie interna dello strato 
C= 0, poiché l’attrazione deve svanire quando r=0. 

Per ogni punto al di fuori della superficie esterna dello strato 
C=— M , poiché per i punti ad una distanza infinitamente grande 
l’attrazione risultante dello strato deve essere la stessa. come se 
lo strato fosso condensato nel suo centro di gravità; si vegga 
l’ Art. 186. 

Cosi i risultati richiesti sono ottenuti. 


196. Applicazione ad un cilindro indefinito. Consideriamo ora 
un cilindro indefinito vuoto composto di strati omogenei, la den- 
sità essendo una funzione della distanza dall’ asse del cilindro 
ohe prendiamo per asse delle z. La sua azione sopra un elemento 
qualunque sarà diretta verso il punto dove l’ asse è Incontrato" 
dal piano perpendicolare che passa per l’elemento attratto. Si 
prenda questo punto dell' asse per origine; sia r la sua distanza 
dall’elemento attratto; l’attrazione dipenderà solamente dar, ed 
il suo valore sarà 

dV 
dr ' 


Ma per i punti che non fanno parte della massa del cilindro, ab- 
biamo, per l’Art. 193, osservando che Fé indipendente da c, 


onde 


d*V (PV_ 
da ì + db* ~ ’ 
d*F ! dV 
dr i ' r dr 


Moltiplicando per r, abbiamo 



quindi 

C essendo una costante. 


dV_ C 
dr r 
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Osserviamo, come nel caso di una sfera vuota, che i punti 
esterni allo strato cilindrico e quelli nell’ interno essendo sepa- 
rati da quelli dello strato, per i quali le circostanze sono diver- 
se, vi ò una discontinuità nel passare dai valori di r maggiori 
del raggio della superficie esterna, a quelli di »• minori del rag- 
gio della superficie interna. 

Per i punti dell’ interno dello strato C è invariabile; ma esso 
è evidentemente =0 quando r=0; quindi per tutt’i punti uel- 
l’ interno 


Quindi concludiamo, che un cilindro indefinito vuoto composto 
di' strati omogenei non esercita alcuna attrazione sopra un punto 
situato nel di dentro della sua superficie interna. 

. dV 

Cerchiamo ora il valore di — per i punti che appartengono 
alla massa del cilindro; per questi punti abbiamo, per l’Art. 194, 


d l V , 1 dV 
dr* r dr 


= -4-o, 


e troviamo con l’integrazione, chiamando r, il raggio della su- 
perficie interna, 

dV f , 

r-r—=z~ 4ìi | arar, 
dr /ri 


Nessuna costante è necessaria, poiché — — 0 quando r = r,, es- 
sendo così per tutt’i punti dell’ interno della superficie di cui il 
raggio è r t . Si ponga r=r 2 , allora 


dV 

dr 



pr dr. 


Per i punti esterni dobbiamo avere 


dV_C_ 
dr ~ r 


Si faccia r=r t , allora, a motivo dell’equazione precedente , 



dr. 


23 
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194 SUPERFICIE DI EQUILIBRIO. 

La costante essendo cosi determinata, abbiamo per tutt’ i valori 
di r maggiori di r 2 , 

dV C 
dr ~ r ’ 

e l’attrazione del cilindro sarà 


C 

r 

Daremo ora alcune proposizioni estratte da un articolo del 
Prof. Stokes, nel quarto volume del Cambridge and Dublin Ma- 
themutical Journal, al quale siamo già debitori nell’ Art. 191. 

197. Superficie di equilibrio è una superficie sulla quale un 
elemento resterebbe in equilibrio se fosse sollecitato dalle forze 
del sistema, la superficie essendo supposta fissa. 

Se Fè il potenziale di un corpo attraente sopra un elemento, 
allora F= costante, è l’equazione di una superficie di equilibrio 
rispetto all’attrazione del corpo. Infatti abbiamo mostrato nel- 
dV 

l'Art. 190, che — è eguale all'attrazione risoluta secondo la 
ds 

tangente ad una curva condotta per l’elemento attratto, ma se 

„ . dV 

questa curva è sulla superficie V — costante, allora — =0', cioè, 

non vi è alcuna forza agente in P nella direzione di una tangente 
qualunque della superficie F= costante. Quindi, se P è situato 
sulla superficie, esso resterà in equilibrio. (Art. 33). 

Linee di forza sono curve tracciate in modo che la tangente 
in ogni punto sia la direzione della forza risultante in quel pun- 
to. Quindi le linee di forza sono perpendicolari alle superficie di 
equilibrio. 


198. Se S è una superficie chiusa qualunque alla quale tutta 
la massa attraente è esterna, dS un elemento di S, e dn un ele- 
mento della normale condotta esternamente a dS, allora 




l'integrale essendo esteso all’intera superficie S. 

Sia m! la massa di un elemento attraente situato nel punto 
P', P' essendo per ipotesi esterno ad S. Per P' si tiri una linea 
retta L che interseghi S, e si prolunghi indefinitamente in una 
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direzione da P'. La linea L incontrerà S in generale in due pun- 
ti; ma se la superficie S è rientrante (cioè, una superficie chiusa 
che può essere segata da un piano tangente) essa può incontrarla 
in quattro, sei, o un numero pari qualunque di punti. Si dino- 
tino i punti d’intersezione, presi in ordine, con P t ,P t ,P 3 , etc., 
P | essendo quello che è più vicino a P'. Con P' per vertice, si 
descriva intorno alla linea L una superficie conica che contenga 
un angolo solido infinitamente piccolo misurato dall’ area a che 
la superficie conica taglia da una sfera di raggio l’unità, col suo 
centro nel vertice del cono; e si dinotino con A t , A t , ... le aree 
che la superficie conica taglia da S intorno ai punti P, , P ìt ... 
Siano 0,, 0 2 , ... gli angoli che le normali condotte esternamente 
in P t , P 2 , ... fanno con la linea L , presa nella direzione da P, 
a P'\ 2V”,, N t , ... le attrazioni di m' in P,, P 2 , ... risolute secon- 
do le normali; r,, r t , ... le distanze di P t , P 2 , ... daP'. E evi- 
dente che gli angoli 0,, 0 2 , ... saranno alternativamente acuti ed 
ottusi. Allora abbiamo 

tn' , . r m' 

A, = cos 0, , A 2 = j cos (i: — 0 t ) , etc. 

r , z 

Abbiamo inoltre nel limite, 

A t = ar,* sec 0, , A, = ar t * sen (ic — 0 2 ), etc.; 

e quindi 

N,A, — am', iV 2 A 2 = — am', N 3 A 3 = am', etc.; 

e quindi, poiché il numero dei punti P t , P s , ... è pari, 

N l A t +N. 1 A. ì +N 5 A 3 +N i A i ...=am'—am'+am'-am'...=0. 

Ora l’intero angolo solido contenuto dalla superficie conica 
descritta col vertice P', in modo da circoscrivere S, si può di- 
videre in un numero infinito di angoli solidi elementari, a cia- 
scuno dei quali si applicherà il ragionamento precedente; ed è 
chiaro che l’intera superficie S sarà così esaurita. Abbiamo, 
quindi, 

limite di T,NA = 0; 

o sia, per la definizione dell’integrale, 

I NclS = 0. 

Lo stesso sarà vero per ogni elemento attraente >»'; e quindi, se 
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196 PROPRIETÀ DI V. 

N si riferisce all’ attrazione dell'intera massa attraente, avremo 

/' dV 

ancora I NdS = 0. Ma, per l’Àrt. 190, AT=— , ^ che dimostra 

la proposizione. 

199. Se V è il potenziale dì una massa qualunque M,, e se M 0 
è la porzione di M, contenuta dentro di una superficie chiusa S, 
allora 

fgiS — UX.. 

dn e dS avendo lo stesso significato come nell’ Art. 198, e l’ in- 
tegrazione essendo estesa all’intera superficie S. 

Sia m' la massa di un elemento attraente situato nel punto 
P' al di dentro di S. Per P' si tiri una linea retta X, e si pro- 
lunghi indefinitamente in una direzione. Questa linea incontrerà 
S in generale in un punto; ma se S è una superficie rientrante, 
essa può essere incontrata da L in tre, cinque, o un numero di- 
spari qualunque di punti. Intorno ad X si descriva una superfi- 
cie conica che contenga un angolo solido a infinitamente piccolo, 
ed avente il suo vertice in P', e sia il resto della notazione co- 
me nell’ Art. 198. In questo caso, gli angoli 0,, 0 4 , ... saranno 
alternativamente ottusi ed acuti, ed avremo 

„ m' , . , m' . 

N, = ; cos (ir — 0 f ) = — ^ cos 0, , 

r i r l 

A, = ar t * sec (i: — 0,) = — a r,* sec 0,, 
e quindi = — a»»'. 

Se vi fosse più di un punto d’ intersezione, i termini N t A 2 , 
N 3 A 3 , etc. si distruggerebbero scambievolmente a due a due, 
come nell’ Art. 198. Ora tutto lo spazio angolare intorno a P' si 
può dividere in un numero infinito di angoli solidi come a, ed è 
evidente che l’intera superficie Ssarà così esaurita. Otteniamo, 
quindi, 

limite di INA — lam' = — m'Sa; 

o sia, poiché Sa = 4r, j NdS = — 4itm'. 

La stessa forinola si applicherà ad ogni altro elemento inter- 
no, e si è mostrato nell’ Art. 198, che per un elemento esterno 

J NdS—0. Quindi, addizionando tutt’i risultati, e riferendo ora 
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N all’attrazione di tutti gli elementi, si interni che esterni, ab- 
/' dV 

biamo J NdS=—4zM 0 . Ma^T= — , il che dimostra la propo- 
sizione. 

200. Per le ricerche di M. Chasles sull’attrazione degli ellis- 
soidi, rimandiamo al Cours de Mécanique di Duhamel, o alle 
memorie originali nel Journal de l’Ecole Polytechnique, tom.XV, 
e nelle Mémoires ... des Savans Etrangers, toni. IX. Nelle me- 
morie originali si troveranno molti richiami ai precedenti scrit- 
tori sull’argomento. 

Sulla teoria generale dell'attrazione, lo studente può consul- 
tare una memoria di Gauss, tradotta nelle Scientific Memoirs di 
Taylor, voi. III., e nel Journal de Mathématiques di Liouville, 
tom. VII.; ed anche una memoria di M. Chasles nella Connais- 
sance des Temps pour V année 1845. 

Importanti note di Plana sopra alcune delle proposizioni di 
Newton relative all’ attrazione si troveranno nelle Memorie della 
Reale... Accademia di Torino, seconda serie, voi. XI., 1851. 

Ulteriori indicazioni si troveranno nell’articolo del Prof. Stokes 
già citato. 

Per le applicazioni alla teoria dell’ elettricità, rimandiamo ad 
una serie di articoli del Prof. Thomson in diversi volumi del 
Cambridge and Dublin Mathematical Journal. Si vegga il voi. I. 
p. 94, ed il voi. III. p. 140. 


201. Le proposizioni seguenti illustreranno il soggetto di que- 
sto Capitolo. 

I. Trovare l’ attrazione di una lamina uniforme nella figura di 
un poligono regolare sopra di un elemento situato nella linea 
retta condotta pel centro della lamina ad angoli retti sul suo 
piano. 


Sia n il numero dei lati del poligono, a la lunghezza della per- 
pendicolare dal centro del poligono sopra un lato. Si conducano 
gli assi delle x e delle y pel centro della lamina, l’ asse delle x 
essendo perpendicolare ad un lato. Sia c la distanza dell’ele- 
mento dalla lamina. L’attrazione risultante agisce secondo la 
linea retta che congiunge T elemento col centro della lamina; ed 
il suo valore è 



cdx dy 

s • 

(c* 4- x 1 + y *)* 
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l'JH PROPOSIZIONI RISPETTO ALL ATTRAZIONE. 

L' integrazione si deve estendere sull’ area del poligono. Per 
eseguire l’integrazione è conveniente di trasformare in coordi- 
nate polari; così otteniamo 


l'f rdrd 0 

^ -, 

(c* + r*)* 


Dobbiamo integrare rispetto ad r da r=0 sino ad r—a sec6, e 
poi rispetto a 0 da 0—0 a 0=-; e moltiplicare il risultato per 2 ». 

Or, f^~, = J-,1 

' (c* + r*)* (e* + !■»)* 

prendendo questo tra i limiti otteniamo 
1 cos 0 

c \Zc s cos* 0 + «* 

Quindi il risultato richiesto è 


2njic I j 

J o 1 


-'Ole ^c*cos*0 + a* 


IL 

2^-2»^— j 


cos 0 c/0 

^/(a 1 + c* — c* sen* 0) ’ 


2jmc — 2«jrsen 1 


r. 

esen- 

ti 


\/(a* + c*) ' 


II. Trovare l’attrazione di una lamina uniforme nella figura 
di un rettangolo sopra di un elemento situato nella linea retta 
condotta pel centro della lamina ad angoli retti sul suo piano. 

Siano 2a e 2 b la lunghezza e la larghezza del rettangolo, c la 
distanza dell’ elemento dalla lamina. Procedendo come sopra ot- 
teniamo l'espressione 

f[ rdrd 0 

^ I 

J (c* + r*)* 

Dobbiamo dividere l’ integrale in due parti . Per una parte iu- 
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tegriamo rispetto ad r da r— 0 sino ad r—a sccO, e poi rispetto a 
0 da 0=0 a 0=tan -1 - . Per l’ altra parte integriamo rispetto ad r 

fi fi- 

da, r— 0 ad r=b cosec 0, e poi rispetto a 0 da 0=tan _I - a 0 = 

(1‘ Ci 

Moltiplichiamo il risultato per 4. 

f 0 scc 9 rclr _ 1 cos 0 

(cW _ ‘~ V(CW() + aV 

S’integri rispetto a 0; così otteniamo 

0 1 , c sen 0 

sen 1 — — - . 

c c V(o* + c 2 ) 

fb cosec 8 rc i r I aen fl 

J° (c* + r *)ì~ C ~ N / ( cIsen *0 + ^)' 

S’ integri rispetto a 0; così otteniamo 
0 1 , c cosO 

- + - Sen 1 -ri r- . 

c c y/(b* + c 2 ) 

Quindi il risultato richiesto è 


eh c« 1 

V(«*+h*) V(« 2 +c l ) V(« 2 +& 2 )\/( 6 *+c 2 )f ’ 


V(fl 2 +t*) V^+e*) 


V(«*+& 2 ) V^+c 1 ) 5 ’ 


4ja sen" 


\/(a* + c 2 ) ^/(b 2 + c 2 ) ' 


III. Si cerca la forma di un solido di rotazione omogeneo di 
* dato volume, il quale eserciti la massima attrazione in una data 
direzione sopra un elemento dato, l’attrazione variando come 
una potenza inversa qualunque della distanza. ■ 

Si prenda l’ elemento dato per origine, e la direzione data per 
la linea retta dalla quale misurare la distanza angolare; siano 
r e 0 le coordinate polari di un punto qualunque in un piano 
fisso che passa per la data direzione. Allora se l’ attrazione varia 
inversamente come r« ma potenza della distanza, l’attrazione di 
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200 PHO POSIZIONI RISPETTO ALL’ATTRAZIONE, 

un elemento di cui le coordinate sono r e 0 si può dinotare con 
— ; e la parte risoluta di questa attrazione nella data direzione 

il 

sarà cosO. Quindi l’equazione 


V- 


cos 0 = costante 


rappresenta una curva tale che un dato elemento situato in un 
punto qualunque di essa eserciterà la stessa attrazione sul dato 
elemento secondo la data direzione. Quindi questa equazione rap- 
presenterà la curva che girando intorno alla data direzione ge- 
nererà il solido richiesto di massima attrazione, la costante es- 
sendo determinata in modo da dare al solido il volume prescrit- 
to. È chiaro che sarà così, poiché la superficie che in tal modo 
otteniamo divide lo spazio in due piarti, ed ogni elemento al di 
fuori della superficie esercita una minore attrazione secondo la 
data direzione che se fosse situato al di dentro della superficie. 

Alcune citazioni connesse con questo problema si troveranno 
nella History of thè ... Cudculus of Variations ... , pag. 485. 


IV. Ogni elemento dell’arco di una curva polare attrae con 
una forza che varia inversamente come 1’ potenza della di- 
stanza: determinare la forma della curva quando l’ attrazione ri- 
sultante di un arco qualunque della curva sopra di un elemento 
al piolo bisega l'angolo tra i raggi vettori delle estremità dell’arco. 

Si prenda il piolo per origine, ed una linea retta qualunque ti- 
rata per esso per linea iniziale. Siano re 0 le coordinate polari 
di un elemento ds dell’arco. Si risolva l’attrazione dell'arco so- 
pra un elemento al polo secondo la linea iniziale, e ad angoli 
retti ad essa; otteniamo per queste due componenti 


P 4 'cos 0 ~ db ed P 4 sen 0 ~ db , 

J o r n db ■ J o r n db 


in cui l’arco considerato si estende da 0=0 a 0 =a. Quindi, per 
•ipotesi, 


~ . ds .. 

— senO — d 0 


o r 


db 


a >■ 


o r 


, ds „ 
cos 0 — db 
db 


= tan ? . 
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Si ponga 9(0) per — — ; così abbiamo 


/> 


sen 0 M = tan 


f/> 


cos 0 cZO. 


Ora questa relazione deve valere per tutt’i valori di a, e quin- 
di possiamo differenziare i due membri rispetto ad a. Cosi, pel 
Calcolo integrale, abbiamo 


9 (a) sen a = ? sec* - I 9(0) cos 0 dO -j- tan ~ 9 (a) cos a ; 

Z ZJ 0 

quindi 

2 9 (a) ^ sen a — tan^ cos a ^ cos s ^ — f 9 ( 0 ) cos 0 dO , 

cioè 9 (a) sen a = f 9(0) cosQrfO. 

j 0 

Si differenzii di nuovo rispetto ad a; così 

9 (a) cosa + sena ^ 9 (a) = 9(a) cosa ; 
d 

onde — o(a) = 0. 

da 1 

Cosi 9 (a) è costante per tutt’i valori di a, cioè 

I^ = ad una costante = k poniamo. 

Questo risultato si poteva prevedere: esso esprime che gli ele- 
menti della curva che sottendono al polo angoli eguali infinite- 
simi esercitano ivi azioni eguali sull’ elemento. 


Quindi 




questo conduce oa- = 0, 0 pure a 


/dOV 1 
\dr) ~ k- r 2 " - r 2 ' 


La prima supposizione rende r costante, e cosi dii un cerchio. 

Prendendo la seconda, e ponendo - per r abbiamo 

u 

„ u"-°- du 

‘ J ~ - «**"*) ’ 
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ESEMPII. 


sicché (n — 1) 0 +0 — sen -1 — - — , 

le 

in cui C è una costante. 

Quindi -Jrr = & sen ; (n — 1) 0 + C J . 

T 1 

Se n = 2 otteniamo 

1 = l:r sen (0 -f- C ) , 

che è l'equazione di una linea retta: si vegga l’Art. 159. 

Se n = 3 otteniamo 

1 = l;r- sen (20 + C ) , 

che è l’equazione di un’iperbola rettangolare, il polo essendo al 
centro. 

ESEMPII. 


Negli Esempli seguenti si deve supporre la legge ordinaria di 
attrazione, a meno che non si dica il contrario. 

1 . Un solido è generato dalla rotazione di un settore di circolo 
intorno ad uno dei suoi raggi limiti; trovare l’ attrazione sopra 
un elemento al centro. 


Risultato. ~olo sen 2 (2. 

2. L’ orlo di una coppa emisferica consiste di materia ripellente 
con una forza che varia direttamente come la distanza; mostrare 
che un elemento situato dovunque sulla superficie concava sarà 
in equilibrio. 


3. Un tubo in forma di una parabola è situato col suo asse ver- 
ticale ed il vertice in basso; un elemento pesante è posto nel tubo, 
ed una forza ripulsiva agisce sull’elemento secondo l’ordinata: 
trovare la legge della forza affinchè essa possa sostenere l’ ele- 
mento in ogni posizione. 


4. Una porzione di un cilindro di uniforme densità è limitato 
da una superficie sferica, il raggio della tpiale è maggiore di 
quello del cilindro, ed il centro coincide col punto medio della 
base; trovare l’attrazione sopra un elemento in questo punto. 


Twp Or 

Risultato. 2-pa — ^ — 
o 

raggio della sfera. 


dove « è il raggio del cilindro e b il 


5 . Trovare l’ attrazione risultante di xm segmento sferico sopra 
un elemento nel suo vertice. 


1 
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Risultato. 2 zhp j 1 - g > 

in cui a è il raggio della sfera ed h l’altezza del segmento. 

6. Trovare l'attrazione risultante di un segmento sferico sopra 
un elemento al centro della sua base. 

Risultato, \ “ 5ah + A 1 - (2 a - hf h* J . 

7. Trovare il luogo di un punto tale che la sua attrazione ri- 
sultante sopra una linea retta fissa passi sempre per un punto 
fisso nella linea retta. 

Risultato. Una sfera. 

8. Trovare l’attrazione di un segmento di un paraboloide di 
rotazione, limitato da un piano perpendicolare al suo asse, sopra 
un elemento al fuoco. 

Risultato. 4z$a log — - — , in cui x è la distanza del piano 
limite dal vertice. 

9. Intorno alla circonferenza di un circolo sono disposti sim- 
metricamente n centri eguali di forza; ciascuna forza è ripulsiva 
e varia inversamente come l’j» ma potenza della distanza. Un ele- 
mento è situato nel piano del circolo molto vicino al suo centro; 
mostrare che approssimativamente la forza risultante su di esso 
tende al centro del circolo e varia còme la distanza dell’elemento 
dal centro, eccetto quando «t=l. 

10. Otto centri di forza, posti nei vertici di un cubo, attrag- 
gono, secondo la stessa legge e con la stessa intensità assoluta, 
un elemento situato molto vicino al centro del cubo; mostrare 
che la loro attrazione risultante passa pel centro del cubo, a meno 
che la legge della forza non sia quella del quadrato inverso della 
distanza. 

11. Se la legge della forza nell’esempio precedente è quella 
del quadrato inverso della distanza trovare il valore approssimato 
dell’attrazione sopra un elemento situato molto vicino al centro. 

Risultato. Si prendano il centro del cubo per origine e gli assi 
paralleli agli spigoli del cubo; allora se x,y,z sono le coordinate 
dell’elemento l’ attrazione parallela all’asse delle a: è approssi- 
mativamente 

- — (3y* + 8** - 2x t ) 

9 (a \/3) s 

verso l’origine; 2 a essendo la lunghezza di uno spigolo. 
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12. L' attrazione di una verga uniforme di lunghezza indefi- 
nita aopra un elemento esterno varia come (la distanza) - * del 
punto dalla verga. Dimostrare ciò, e supponendo che gli assintoti 
di un’iperbola consistano di tale materia, mostrare che un ele- 
mento sarà in equilibrio in un punto qualunque dell’iperbola, e 
che la pressione sulla curva in ogni punto è proporzionale alla 
lunghezza della tangente intercetta tra gli assintoti. , 

13. Una lamina ellittica attrae un elemento interno (x,y) con 
una forza che varia inversamente come la distanza; mostrare che 
se X,Y sono le intere attrazioni parallele agli assi, 

X Y 

\ = costante. 

x y 


14. Se A,B,C sono le attrazioni di un ellissoide in direzioni 
parallele ai suoi assi sopra un elemento interno situato nel punto 
(f, g, li), mostrare che 


A_ 

f 


B V A 

■ — +— = 4up. 
9 h 


(Si veggano gli Art. 183 e 194). 

15. L’attrazione risultante di un elemento che attrae secondo 
il cubo inverso della distanza sopra una lamina piana è la stessa 
come su quella parte dello strato sferico descritto intorno all’ele- 
mento come centro e tangente al piano della lamina, che è ta- 
gliata dalle linee rette tirate dal centro al contorno della lamina. 

16. Un elemento attratto da due centri di forza in A e lì è 
sit uato in una scannellatura fissa. Mostrare che l’elemento rimane 
in equilibrio in qualunque punto sia situato, purché la forma 
della scannellatura sia tale che 

(AP - c) (BP - c') = cc', 

dove c, c' sono costanti che dipendono dalle forze assolute. 

17. Se una porzione di un sottile strato sferico, le di cui pro- 
iezioni sopra i tre piani coordinati condotti pel centro sono A , 
B, C, attrae un elemento al centro con una forza che varia come 
una funzione qualunque della distanza, mostrare che l’ elemento 
incomincerà a muoversi nella direzione della linea retta che ha 
per equazioni 

£. - ìL - JL 

A ~ B ~ C ' 


18. Gli elementi di un sottile strato emisferico attraggono con 
una forza =*ji (distanza), e quelli di uno strato conico retto rc- 
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pellono con una forza = fjt. (distanza). Gli orli delle loro basi coin- 
cidono, ed i loro vertici sono rivolti in direzioni opposte, mo- 
strare che un elemento sarà in equilibrio sull’ asse comune prò - 
lungato ad una distanza dal vertice della sfera = alla lunghezza 

4 

dell’asse del cono, l’angolo al vertice del cono essendo 2tan ' 

19. Mostrare che se l’attrazione varia inversamente coipe la 
distanza, un anello piano infinitamente sottile non esercita alcuna 
forza sopra un elemento nel piano dell' anello al di dentro della 
sua circonferenza interna. 

[ Questo e l’ esempio seguente dipendono dall’ integrale 
f* (a — c cos 0) db 
i o a* + c s — 2«c cos 0 ’ 

pel quale si può consultare il Calcolo integrale ]. 

20. Mostrare che se l’attrazione varia inversamento come la 
distanza, un anello piano infinitamente sottile attrae un elemento 
nel piano dell’anello al di là della sua circonferenza esterna nello 
stesso modo come se la massa dell’ anello fosse riunita nel suo 
centro. 

21. Se una linea retta è il corpo attraente, mostrare che le 
linee di forza sono iperbole e le superficie di equilibrio sferoidi. 
( Cambridge and Dublin Mathematical Journal, Voi. Ili, p. 94). 

22. Dalla proposizione stabilita nell’ Art. 199, dedurre quella 
stabilita nell’ Art. 194. ( Cambridge and Dublin Mathematical 
Journal , Voi. V, p. 215). 
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CAPITOLO XI. 

Velocità virtuali. 

202. Passiamo a stabilire un teorema generale rispetto all’ e- 
quilibrio di un corpo o di un sistema di corpi, chiamato il Prin- 
cipio delle Velocità Virtuali. 

Quando un sistema di elementi è in equilibrio, e supponiamo 
ciascuno di essi situato in una posizione infinitamente vicina a 
quella che realmente occupa, senza turbare la connessione scam- 
bievole delle parti del sistema, la linea retta che congiunge la 
prima posizione di un elemento con la seconda si chiama la ve- 
locità virtuale di quell' elemento. 

Si usa la parola velocità poiché possiamo concepire che tutti 
gli spostamenti si facciano nello stesso tempo infinitamente pic- 
colo, ed allora gli spazii descritti sono proporzionali alle veloci- 
tà. Si usa la parola virtuale per indicare che gli spostamenti non 
si fanno realmente, ma sono solamente supposti. Riteniamo la 
fraseologia stabilita, ma è evidente da queste spiegazioni che 
le parole velocità virtuale potrebbero essere convenientemente 
sostituite da spostamento ipotetico. 

Con le parole, senza turbare la connessione scambievole delle 
parti del sistema, intendiamo, che ogni corpo rigido che esiste 
nel sistema si suppone rimanere di forma invariabile, e che ogni 
verga o fune che connette diverse parti del sistema non debba 
rompersi. Questo, almeno, servirà come un’ indicazione prelimi- 
nare per assistere il lettore, e ritorneremo ancora sull’argomento; 
si vegga T Art. 212. Quindi, a motivo di questa limitazione le 
velocità virtuali delle diverse parti di un sistema sono frequen- 
temente così connesse che prese ad arbitrio quelle di un numero 
definito di punti, le rimanenti ne seguono necessariamente. 

203. La velocità virtuale di un elemento valutata in una data 
direzione ò la proiezione della velocità virtuale su questa dire- 
zione; essa si considera positiva quando la dilazione del movi- 
mento dell’ elemento, nel passare dalla sua prima posizione alla 
seconda, fa un angolo acuto con quella secondo la quale valutia- 
mo la velocità. Così la velocità virtuale di un elemento valutata 
secondo una data linea retta qualunque si trova in grandezza ed 
in segno, moltiplicando la velocità virtuale assoluta pel coseno 
dell'angolo che la sua direzione fa con la data linea retta. 

Il momento virtuale di una forza è il prodotto della sua inten- 
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siti per In velocità virtuale del suo punto d’applicazione valu- 
tata nella direzione della forza. 

Possiamo ora enunciare il principio delle velocità virtuali. 

Se un sistema qualunque di elementi è in equilibrio, e si con- 
cepisca uno spostamento di tutti gli elementi che è conciliabile 
con le condizioni alle quali essi sono soggetti, la somma dei mo- 
menti virtuali di tutte le forze è zero, qualunque sia lo sposta- 
mento. E viceversa, se questa relazione ha luogo per tutti gli spo- 
stamenti virtuali, il sistema è in equilibrio. 

204. Lo studente ricaverà dalle dimostrazioni che seguono un 
migliore concetto del significato del principio che dal suo sem- 
plice enunciato; egli è, infatti, necessario di ottenere una veduta 
generale dell’ intero soggetto prima di cercare di comprendere 
pienamente le definizioni e le proposizioni preliminari. Si può 
fare un’osservazione allo scopo di anticipare una difficoltà; cia- 
scun momento virtuale è per definizione una quantità infinita- 
mente piccola, cioè, ultimamente svanisce, sicché sembra che il 
principio equivalga solamente a questo, si prenda ciascuna forza 
del sistema e si moltiplichi per una quantità che ultimamente 
svanisce, allora la somma di questi prodotti svanisce. Il princi- 
pio, però, implica più di questo, come vedremo. 

Il termine conveniente momento virtuale è dato da Duhamel ; 
però può essere utile di enunciare il principio delle velocità vir- 
tuali senza introdurre questo termine, e diamo perciò quanto 
segue. 

Supponiamo un sistema materiale mantenuto in equilibrio da 
forze qualunque, e supponiamo che i punti di applicazione delle 
forze si muovano per spazii piccolissimi in un modo conciliabile 
con la connessione scambievole delle parti del sistema. Si abbas- 
sino le perpendicolari dalle nuove posizioni dei punti sulle dire- 
zioni delle forze che agiscono sui punti nelle loro posizioni di 
equilibrio. La distanza tra il piede di ciascuna perpendicolare ed 
il punto primitivo di applicazione della forza corrispondente, si 
chiama la velocità virtuale del punto rispetto a quella forza, ed 
è considerata positiva o negativa, secondo che la perpendicolare 
cade dalla parte del punto verso il quale la forza agisce o dalla 
parte opposta. Allora il principio è questo, la somma algebrica 
dei prodotti di ciascuna forza del sistema per la velocità virtuale 
corrispondente svanisce. E viceversa, se la somma svanisce per 
ogni spostamento il sistema è in equilibrio. 

Prima di passare ad una dimostrazione generale, considerere- 
mo due casi semplici, quello di un elemento, e quello di una 
verga rigida sollecitata da forze nelle sue estremità. 
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CASO DI UN ELEMENTO. 


205. .Supponiamo che delle forze agiscano sopra di un solo 
elemento e lo mantengano in equilibrio. 

Dinotino ... le forze; a,, a 2 ... gli angoli che le loro 

direzioni fanno rispettivamente con una linea retta fissa qualun- 
que scelta arbitrariamente; allora, per l’ Art. 29, 

• IIP cosa = 0. 

Se ogni termine di questa equazione si moltiplica per la quan- 
tità arbitraria r, abbiamo liPrcosa— 0. Ma rcosa, è la proiezione 
della lunghezza r, misurata secondo la linea fissa, sulla direzione 
della forza P,; un simile significato si può assegnare ad rcosa.,, 
rcosa 3 , ... Inoltre r si può considerare come la distanza della 
prima posizione dell’elemento da una seconda posizione arbitra- 
riamente scelta, e quindi, quando r diminuisce indefinitamente 
rcosa,, rcosa s , ... diventano le velocità virtuali dell’elemento 
rispetto a P, , P 4 , ... Quindi, il principio vale in questo caso. 

Viceversa, se EPr eoa a -0 per tutte le direzioni dello sposta- 
mento; allora, SPcosa = 0 per tutte le direzioni, e l’elemento 
è in equilibrio sotto l’azione delle forze date. 

In questo caso, osserviamo che lo spostamento ipotetico del- 
l’ elemento può essere di qualunque grandezza ci piace, e chela 
somma dei prodotti di ciascuna forza per la proiezione dello spo- 
stamento sulla sua direzione è non solo ultimamente ma som- 
iere zero. 

20G. Poiché quando un sistema di forze agenti su di un ele- 
mento è in equilibrio, ciascuna forza è eguale ed opposta alla ri- 
sultante di tutte le altre forze, e, siccome abbiamo ora veduto, 
la somma dei prodotti di ciascuna forza per la sua velocità vir- 
tuale è zero, ne segue, che il prodotto di ciascuna forza per la 
sua velocità virtuale è numericamente eguale alla somma di tali 
prodotti per ogni sistema di forze col quale essa è in equilibrio, 
ma è di segno opposto. Quindi se una forza sola è la risultante 
di un sistema di forze agenti in un punto il prodotto della forza 
sola per la sua velocità virtuale è eguale alla somma di tali pro- 
dotti per il sistema di forze. 

207. In seguito, supponiamo una verga rigida sollecitata da 
una forza a ciascuna estremità. Siano x,y,z le coordinate di un 
estremo, ed x',y',g' quelle dell’altro; l la lunghezza della verga; 
allora 

(* - *') 2 + (y - y'f + (3- «')* = r- (i). 

Supponiamo la verga spostata; siano Sx, oy, Ss le variazioni 
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delle coordinate di un estremo - , 8 x', 8 y' , òz' quelle delle coordi- 
nate dell’altro estremo; allora 

(x+Sx—x'— 8x') l +(y+Sy— y'— òy^+t^z+òz— z'— 8 s')*=l* ... ( 2 ). 

Da (1) e (2), 

2(x- x')(òx-òx')+2(y— y')(òy-òy')+2(z-z')(òz— 8z') 

+(8x-8x r ) t -t-(8y-8y') t +(8z—8z') t =0 (3). 

Siano a, (3, 7 gli angoli che la direzione primitiva della verga 
fa con gli assi; allora 

x' — x — lcosa, y' — y = l cosp, z' - z = Icosy ... (4). 

Se quindi, in (3), trascuriamo i termini ( 8 x— 8 x')*, ( 8 y— 3y') s , 
(òz— 3z')* in p ar agone di quelli che riteniamo, abbiamo 

(x - x'){òx - òx') + (y - y'){8y - 8 y') + (z - z')(òz - oz ') = 0, 

0 pure, per mezzo di (4), 

8 xcosa+ 8 ycosp-|- 8 ^co 3 Y= : Sx''cosat- 8 y' cos ^+ 8 .?' cos y •••• (5). 

Supponiamo che P sia la risultante delle forze che agiscono 
in un estremo della verga, e P' la risultante di quelle che agi- 
scono nell’altro estremo; allora, perchè vi sia equilibrio, queste 
forze debbono essere eguali in grandezza e debbono agire secondo 
la verga in direzioni opposte. Questo è evidente, 0 pure si può 
mostrare facilmente per l’Art. 73. Poiché dunque P' = — P, ab- 
biamo da (5) 

P (8x cos a + 8y cos p + òz cos 7 ) 

+ P'(òx' cosa + 8y'cos(3 -f òz' cosy) = 0 ... (6). 

Siccome P agisce secondo la verga, il primo termine è il pro- 
dotto di P per la velocità virtuale risoluta del suo punto di ap- 
plicazione, ed il secondo termine è un simile prodotto per P'; 
quindi, il principio delle velocità virtuali vale in questo caso. 

L’ inverso di questo teorema è vero in questo caso, ma non da- 
remo di esso una dimostrazione separata; la dimostrazione ge- 
nerale dell’ Art. 208 chiarirà sufficientemente questo punto. 

Se (5) fosse assolutamente vera, allora nel caso della verga, 
come in quello di un solo elemento, la somma dei prodotti di 
ciascuna forza per la proiezione dello spostamento del suo punto 
di applicazione sulla direzione della forza sarebbe zero, sia che 
lo spostamento fosse finito 0 infinitesimo. Ma (5) invece di essere 
assolutamente vera si è ottenuta da (3) trascurando i quadrati 
ed i prodotti degli spostamenti risoluti òx, òx', òy, ... 


Digitized by Google 



210 


VELOCITÀ VIRTUALI. CORTO RIGIDO. 


208. Passiamo a stabilire la verità del principio nel caso di 
un corpo rigido. Ammetteremo che ogni spostamento possibile 
di un corpo rigido si possa produrre, facendo prima girare il 
corpo intorno ad un asse, e poi movendo tutti gli elementi del 
corpo per spazii eguali in direzioni parallele. Supponiamo, per 
semplicità, che l’asse delle z si faccia coincidere con l’asse in- 
torno al quale gira il corpo; sia 0 l’ angolo pel quale il corpo gira, 
allora lo coordinate di un elemento che erano primitivamente x 
ed y diverranno, se trascuriamo il quadrato e le potenze supe- 
riori di 0, x-y 0 ed yyxb rispettivamente; la coordinata c del- 
l’elemento rimane inalterata. 

Sia ora il corpo spostato ulteriormente, in modo che ciascun 
elemento percorra uno spazio di cui a,b,c sono le proiezioni su- 
gli assi delle coordinate; allora se 3x, òy, 5z dinotano le varia- 
zioni totali delle coordinate x, y, e di un elemento, abbiamo 

5x = « — i/O, òy = b+xb, 5 z — c. 

Poiché le forze che agiscono sul corpo rigido si suppone che 
lo mantengano in equilibrio, abbiamo per l’Art. 73, 

IX = 0, sr=o, ZZ = 0, 
l(Z'y-Yz) = 0, l(Xz-Zx) = 0, Z(Yx-Xy) = 0. 

Si moltiplichi la prima di queste equazioni per a, la seconda 
per b, la terza per c, e la sesta per 0, e si addizioni; allora tro- 
viamo 

I i X(a - yb) + Y(b + xb) + Zc\ = 0, 
o sia Z (XSx + Yòy + Zòz) = 0. 

Dinoti P, la forza di cui X l ,Y i ,Z i sono le componenti, o P,, 
P 3 , ... abbiano simili significati; e siano 5 p t , Sj> 2 , ... le velocità 
virtuali risolute corrispondenti a queste forze; allora, per l’Art. 
205, l’equazione precedente si può scrivere 

ZI>òp = 0. 

Ciò dimostra il principio nel caso di un corpo rigido. 

Viceversa, se la somma dei prodotti delle forze per le velocità 
virtuali risolute svanisce per ogni possibile spostamento di un 
corpo rigido, le forze mantengono il corpo in equilibrio. 

Infatti supponiamo, in primo luogo, che il corpo si sposti in 
modo che ogni suo punto percorra parallelamente all’asse delle 
x lo spazio «; allora abbiamo, per ipotesi, 

SXo = 0; 

quindi ,£ X = 0 . 
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Similmente, con convenevoli spostamenti, possiamo dimostrare 
che 

n r =0, e = 0. 

In secondo luogo, supponiamo che il corpo giri intorno all’asse 
delle z per un piccolo angolo 0; allora, per ipotesi, 

- (XZ x + YZi /) = 0, 
e Z x = — y t ì, Zy — x 0; 

quindi 0- (Xy — l’ir) = 0; 

onde I (l’ir — Xy) — 0 . 

Similmente, con convenevoli spostamenti, possiamo dimostrare 
Z(Zy-Yz) = 0, Z(Xz-Zz) = 0. 

Quindi, reggono le sei equazioni di equilibrio. 

Se si ha un sistema di due o più corpi rigidi, allora, siccome 
il principio delle velocità virtuali vale per ogni possibile sposta- 
mento di ciascuno dei corpi, esso vale per ogni possibile sposta- 
mento del sistema. 


209. Nell’ Art. 207 abbiamo semplificata la dimostrazione della 
prima parte del principio delle velocità virtuali, supponendo che 
l’asse delle z coincida con quello intorno al quale il corpo fu as- 
soggettato ad uno spostamento angolare. Il procedimento sarà 
come segue, se supponiamo che lo spostamento abbia luogo in- 
torno ad una linea retta condotta per l’origine, ed inclinata agli 
assi sotto angoli i di cui coseni di direzione sono l, ni, n. 

Sia r la distanza di un punto qualunque ( x,y,z ) dall’origine; 
9 l’angolo che questa distanza fa con la linea l'otta data; p la 
perpendicolare da ( x,y,z ) sulla linea retta data; allora 

r 2 = x"- + y* + z-. 


Ix my ne 

cos9 = — -}- — -| — ; 
r r r 


quindi p 2 o r- sen 2 tf = x ì + y t + z ì - (Ix + my + ne) 1 . 

Supponiamo che il corpo giri per un piccolo angolo 0 intorno 
alla linea data; siano x+Zx, y+Zy, z-\-Zz, le coordinate di quel 
punto del corpo che era primitivamente in (x,y,z). 

Poiché r e p non cambiano con lo spostamento, abbiamo, tra- 
scurando (6 jc) 2 , (Zy)\ (Zz)- in paragone di Zx, Zy, Zz, 

0 = xZx 4- yZy + zòz, 

0 = IZx + niZy 4- nZz; 
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quindi 


ox 




oz 


yn — zm zi — xn xm — yl 


— X supponiamo ... (1). 




( )* 1 
E siccome j (Sa:)* -f (5#)* + (òz)* j = 2p sen - 0, 


( 1 * 1 
X | (yn — zm) 1 + (zi — xn )* + (xm — yl ) 1 1 = 2p sen - 6 


( ì* 1 

o sia X | a* + y 1 + z l - ( Ix + my + nz) r ^ = 2p sen ^ S ; 

quindi X — © (2), 


trascurando 6* e le potenze superiori di 0. 

Supponiamo che il corpo si sposti ulteriormente, in modo ohe 
ciascun elemento percorra gli spazii a,b,c paralleli agli assi delle 
coordinate; se Sa;, òy, oz dinotano ora gli spostamenti totali del- 
l’elemento di cui le coordinate primitive erano x,y,z, abbiamo 

ox = (yn — zm) 0 + a, 

8y = (zl — xn)(l + b, 


Se = (xm — yl)0 + c. 


Si moltiplichino le sei equazioni nel! Art. 73 per a, b , c, — 70, 
— MtO, — n ( l , rispettivamente, e si sommi, allora 

E (XSx + Ydy -f Zòz) — 0. 


210. Illustreremo il principio delle velocità virtuali nella so- 
luzione del seguente'probleina. 

Una trave in un piano verticale poggia sopra un palo B e con- 
tro un muro in A; si cercano le circostanze dell’equilibrio. 

Sia la distanza di B dal muro — b\ sia G il centro di gravità 
della trave; A6r = «; e l’inclinazione 
della trave al muro =0. La reazione 
(P) del palo in il è perpendicolare 
alle superficie in contatto, e quindi 
alla trave; la reazione (lì) del muro 
è perpendicolare al muro per la stessa 
ragione; sia IV il peso della trave. 

Possiamo considerare la trave in e- 
quilibrio sotto l’azione di P,7?,1V, e 
supporre che il palo ed il muro siano rimossi. 

Ora l’ oggetto del problema potrebbe essere, di determinare 
solamente la posizione di equilibrio, o anche di determinare P 
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e non E, o pure R e non P, o di determinare P ed R ed anche 
la posizione di equilibrio. Risolveremo il problema col principio 
delle velocità virtuali in queste quattro supposizioni, a motivo 
di spiegare il modo da procedere per evitare lavoro per quanto 
è possibile secondo la natura della questione. 

(1) Supponiamo che si voglia solo la posizione di equilibrio. 
Dobbiamo allora dare alla trave un piccolo movimento geome- 
trico arbitrario tale che le pressioni ignote P ed R non si trovino 
nell’equazione delle velocità virtuali; la trave deve rimanere 
perciò in contatto col muro e col palo, come nella figura. 

Sia SO l’accrescimento di 0 dovuto allo spostamento. Allora 
l’altezza di G sulla linea retta orizzontale condotta per B, (o z), 
prima dello spostamento 

= GB cos 0 = (a — ScosecO) cosO = a cos 0 — òcot 0; 

l' altezza dopo lo spostamento si trova cambiando 0 in 0 H- 50 in 
questa espressione; quindi, lo spazio verticale descritto da G o bz 

= a cos (0+60) — b cot (0 f 50) — (a cos 0 — 5 eoi 0) 

= ( — — —r — asenO ) 50 ; 

e, pel principio delle velocità virtuali, W5r=0; quindi 


b — «sen*0 = 0, 



e questo determina la posizione di equilibrio. 


(2) Ma supponiamo che si voglia trovare la pressione P e la 
posizione di equilibrio. 

Dobbiamo in questo caso staccare la trave dal palo, affinchè la 
velocità virtuale di B rispetto a P non svanisca, e quindi P non 
sparisca come nel primo caso. 

Sia AA'=c, e sia, come sopra, 50 il cangiamento di 0. Dob- 
biamo trovare lo spostamento di B 
valutato secondo la linea di azione di 
P. Ora si concepisca la trave condotta 
nella sua seconda posizione in due 
passi; prima movendosi parallela- 
mente a sè stessa finché l’ estremità 
inferiore venga in A', e poi girando 
intorno ad A' per un piccolo angolo 
50. Col primo passo B percorre uno 
spazio parallelo ed eguale ad AA'\ col 
secondo passo B descrive un piccolo arco di cerchio la lunghezza 
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del quale è AB -50, cioè S cosecOSO. Cosi lo spostamento di B va- 
lutato secondo la linea di azione di P si trova essere ultimamente 
csenO — b cosecOSO. 

Similmente col primo passo G percorre uno spazio eguale e 
parallelo ad AA', e col secondo passo G descrive un piccolo arco 
di cerchio la lunghezza del quale è a 80. Così lo spostamento di 
G risoluto verticalmente in basso è ultimamente «50 sen 0 — c. 

Quindi, pel principio delle velocità virtuali, 

lF(asen050 — c) + P (csenO — b cosecOSO) = 0 ; 
onde, 50 (IFasenO — P&cosecO) — c{W — PsenO) = 0 ; 

e, siccome c e 50 possono essere piccole quantità qualunque in- 
dipendenti, 

Wa sen 0 — Bb cosce 0 = 0, W — Psen 0 = 0; 



(3) Supponiamo che si voglia conoscere li e la posizione di 
equilibrio, e non P. 

Allora dobbiamo spostare la trave in modo da dare ad A una 
velocità virtuale rispetto ad li, ma non una a lì rispetto a P. 

La trave deve perciò rimanere ancora a contatto con la cavi- 
glia. Sia AA'—c, e sia a l’angolo 
che A A' fa con la verticale. Ora si 
concepisca la trave condotta nella 
sua seconda posizione con due pas- 
si; prima movendosi parallelamen- 
te a sè stessa finché l’estremità in- 
feriore venga in A ' , e poi girando 
intorno ad A! per un angolo SO in 
modo da condursi di nuovo a con- 
tatto con la caviglia. Lo spostamen- 
to di A valutato secondo la linea di azione di R è c sena. Lo spo- 
stamento di G valutato verticalmente in basso è a50 senO — ceosa. 

Inoltre vi è una relazione tra SO, c, ed a, proveniente dal fatto 
che lo spostamento totale della trave è tale da mantenere sempre 
la trave in contatto con la caviglia. Dal triangolo ABA' , abbiamo 

sen 50 _ AA' 

sen (0 — a) ~~ A'B ’ 

». csea(0 — a) sen 0 , . 
on( l e òQ = ultimamente. 

0 
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Quindi pel principio delle velocità virtuali 


W •! ^ sen 2 0 sen (0 — a) — c cos a [ + He sen a — 0 ; 


l b 


cioè. 


W - l^ccos a 4- (lì— sen 2 0 cos 9^ 

e ccosa e csena sono indipendenti; quindi 

«sen 3 9 , • _ 1 Va . 

— 1=0, lì — — sen 2 9 cos 9 = 0; 

b b 

2 2 

, , 3 Ih . E Jia'-l?) 

onde sen 0 = v / - , ea — = ; . 

Va \V b 


c sen a = 0 ; 


(1) Finalmente, supponiamo che si vogliano determinare P 
ed lì e la posizione di equilibrio. 

Allora dobbiamo dare alla trave lo spostamento più generalo 
possibile nel piano delle forze; sia 
AA'=c, e sia a l’ angolo che AA' 
fa con la verticale. Ora si con- 
cepisca che la trave sia condotta 
nella sua seconda posizione con 
due passi; prima movendosi paral- 
lelamente a sè stessa finche l’estre- 
mità inferiore venga in A’, e poi 
girando intorno ad A' per un an- 
golo 60. Lo spostamento di A va- 
lutato secondo la linea di azione di B è c sen a. Lo spostamento 
di G valutato verticalmente in basso è 

a 39 senO — ccosa. 



Lo spostamento di lì secondo la linea di azione di P è 

c cos (a A ^ — 9^ -b cosec 039 , 

cioè csen (9 — a) — b cosec 959 . 

Quindi pel principio delle velocità virtuali 

ir(a39sen9 - ccosa) + Ile sen a 

-b P j c sen (9 - a) - b cosec 039 j - 0 ; 
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cioè, ( Wa senO — PI coseeO)S8 + (PsenO — TT)<y!osa 
4- (R — P cos 0) esena = 0, 
e 50, ccosa, e esena sono indipendenti; quindi 
IVasenO — P&cosecO = 0, PsenO — 17=0, E-P cos0 = O. 


Queste tre equazioni sono le equazioni che avremmo ottenuto 
con i principii dell’ Art. 57; esse danno con l’eliminazione 



Abbiamo cosi illustrato il modo di applicazione di questo prin- 
cipio; ed osserviamo in generale, che quando l’oggetto del pro- 
blema non richiede alcune forze incognite, dobbiamo dare al 
corpo il movimento geometrico più arbitrario possibile senza 
dare ai punti di applicazione di queste forze alcun movimento 
secondo le loro direzioni. 


211. Nell’ applicare il principio delle velocità virtuali a de- 
terminare le condizioni di equilibrio di un sistema, è spesso con- 
veniente di dare al corpo uno spostamento tale che i momenti 
virtuali di alcune delle forze svaniscano separatamente. Questo 
è stato esemplificato nell* Articolo precedente, ed ora enumere- 
remo alcuni casi in cui il momento virtuale di una forza sva- 
nisce. 

(1) Nello spostamento ipotetico, se alcuni elementi del sistema 
rimangono nelle loro posizioni primitive, il momento virtuale 
delle forze che agiscono su tali punti evidentemente è zero. Se 
un corpo, per esempio, ha un punto fisso, allora la velocità vir- 
tuale di questo punto è zero per ogni spostamento ipotetico del 
corpo, che soddisfa alla condizione di rimanere fisso questo punto. 

(2) Si supponga un corpo costretto a rimanere con un punto a 
contatto con un piano fisso levigato, sicché il piano eserciti una 
forza sul corpo nel punto di contatto nella direzione perpendico- 
lare al piano. Si sposti il corpo in modo da avere sempre lo stesso 
punto a contatto col piano fisso, allora la perpendicolare con- 
dotta dalla nuova posizione del punto di contatto sull’ antica di- 
rezione dell’azione del piano fisso incontra quella direzione nel- 
l’antica posizione del punto di contatto, cioè, la velocità virtuale 
del punto di contatto relativo alla forza esercitata dal piano 
è zero. 
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Similmente, se il corpo ha più di un punto a contatto col 
piano, e si sposta in modo che gli stessi punti del corpo riman- 
gano a contatto col piano fisso, il momento virtuale di. ciascuna 
forza che il piano esercita sul corpo svanisce. 

(3) Siano due corpi levigati a contatto; allora ciascuno eser- 
cita una forza sull’altro secondo la loro normale comune. Si sup- 
ponga uno di essi spostato in modo, che il suo punto primitiva- 
mente a contatto con l’altro corpo rimanga ancora a contatto con 
esso; il caso è simile a quello di un corpo a contatto con un piano 
fisso; la velocità virtuale del punto di contatto relativa alla forza 
normale non è zero, ma è infinitamente piccola rispetto alla ve- 
locità virtuale assoluta. 

Sia BAC una sezione di uno dei corpi fatta con un piano che 



contiene la normale comune alle superficie, e DAE la sezione 
dell’ altro fatta con lo stesso piano; A il punto di contatto. Si 
supponga il corpo BAC spostato nella posizione B'A'C', sicché 
il punto A sia venuto in A'. Si tiri A'M perpendicolare alla nor- 
male comune alle superficie. Allora AM rappresenta la velocità 
virtuale del punto di contatto rispetto alla forza normale, men- 
tre la linea retta che congiunge i ed i' è la velocità virtuale 
assoluta. Siccome MA A' è ultimamente un angolo retto, AM 
svanisce in paragono con AA! . 

(4) Si suppongano due corpi a contatto in un solo punto, e si 
spostino entrambi in modo che rimangano sempre con lo stesso 
punto di ciascun corpo a contatto. Dinoti P la forza nella nor- 
male su di un corpo, e quindi — P quella sull’ altro;- allora, se 
Pop dinota il momento virtuale della forza normale rispetto al 
primo corpo, —Pop sarà il momento virtuale rispetto al secondo 
corpo. Quindi, prendendo la somma dei momenti virtuali per i 
due corpi, l’azione scambievole P sparisce. 
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Un simile risultato vale se i corpi sono a contatto in più di 
un punto. 

(5) Si supponga un corpo a contatto con un piano fisso levi- 
gato in un solo punto, e si sposti il corpo rotolando sul piano 
fisso. 

Sia BAC una sezione del corpo fatta da un piano che passa 



pel punto di contatto A e contiene la normale comune alle su- 
perficie, e si supponga questa sezione un circolo. Sia IME l’in- 
tersezione di questo piano col piano fisso levigato. Si supponga 
B'A'C' la posizione del corpo dopo lo spostamento, A! essendo 
il nuovo punto di contatto, e sia a il punto nel corpo che era 
primitivamente a contatto col piano fisso levigato. Si tiri un per- 
pendicolare alla normale AN\ allora, An rappresenta la velocità 
virtuale risoluta del punto di contatto rispetto alla forza nor- 
male. Ora An è eguale al prodotto della corda A! a pel seno del- 
l’ angolo tra questa corda ed A'A; e siccome quest’ angolo è ul- 
timamente infinitamente piccolo, An è infinitamente piccola in 
paragone con la corda A'a, e quindi anche in paragone con l'arco 
A! a o AA'. Quindi se trascuriamo le potenze di AA! superiori 
alla prima, il momento virtuale della forza secondo la normale 
agente nel punto di contatto è zero. 

Un simile risultato vale se BAC,DAE sono curve qualunque 
invece di un circolo c di una linea retta rispettivamente. 

Se uno spostamento è composto da due, l’uno come quello nel 
secondo caso, e l’altro come quello nel caso attuale, il piano fisso 
essendo levigato, il momento virtuale della forza esercitata dal 
piano svanirà. 

(6) Supponiamo che i corpi a contatto siano scabri, c si operi 
uno spostamento rotolando uno di essi sull’ altro come nel caso 
precedente. L’ azione di ciascun corpo sull’ altro non sarà diretta 
secondo la normale AN, ma può essere risoluta in due, l’una 
secondo AN e l’ altra ad angoli retti ad AN. Il momento virtuale 
della prima forza svanisce, come abbiamo mostrato nel caso pre- 
cedente; e siccomo la direzione della linea retta che congiunge 
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A ed a ultimamente coincide con AN ed è perciò perpendicolare 
alla seconda forza, il momento virtuale della seconda forza sva- 
nisce nello stesso modo come nel terzo caso. 

Il risultato dipende dall’ ipotesi che i corpi rotolano l’ uno sul- 
l’ altro; se vi è sdrucciolamento il momento virtuale della forza 
ad angoli retti ad AN non svanirà. 

(7) Si supponga un filo inestensibile che abbia un estremo lo- 
gato ad un punto fisso, e l’altro estremo ad un elemento o iso- 
lato o formante parte di un corpo rigido; una delle forze del si- 
stema è allora la tensione di questo filo che agisce secondo la sua 
lunghezza. Si sposti l’elemento in modo da mantenere il filo teso, 
allora esso può passare dalla prima alla seconda sua posiziono 
movendosi sopra un arco di circolo, e nello stesso modo come nel 
terzo caso, vediamo che la velocità virtuale dell’elemento rispetto 
alla tensione esercitata dal filo, è infinitamente piccola in para- 
gone della velocità virtuale assoluta dell’elemento. Quindi, la 
tensione del filo sparisce dall’equazione delle velocità virtuali. 

(8) Si supponga un filo inestensibile che congiunga due ele- 
menti del sistema, e si spostino gli elementi secondo la direziono 
del filo, il filo essendo mantenuto teso. Allora, se un elemento 
si sposta per uno spazio 8p, e P dinota la tensione del filo, e 
quindi la forza esercitata dal filo sull’elemento, P8p è il mo- 
mento virtuale della forza che il filo esercita su questo elemen- 
to; ancora —Pop sarà il momento virtuale della forza che il filo 
esercita sul secondo elemento. Quindi, prendendo la somma dei 
momenti virtuali per i due elementi, la tensione del filo sparisco 
dall’ equazione delle velocità virtuali. 

(9) Se supponiamo un ulteriore spostamento del sistema nel 
caso precedente, tenendo un elemento fisso e facendo descrivere 
all’altro un arco di cerchio, allora, pel settimo caso, la tensiono 
del filo sparisce dall’equazione delle velocità virtuali. 

Con una combinazione degli spostamenti considerati nel set- 
timo e nell’ottavo caso, possiamo produrre qualunque sposta- 
mento al quale i due elementi possono essere assoggettati, fin- 
ché il filo ò tenuto teso. Quindi, la tensiono di un filo che con- 
giunge due elementi sparisce dall’equazione delle velocità vir- 
tuali. 

Abbiamo supposto che il filo passi in linea retta da un ele- 
mento all' altro, ma lo stesso risultato reggerebbe se il filo si 
piegasse passando per uno o più anelli fissi levigati, supponendo 
sempre che sia mantenuto teso. La dimostrazione non varrebbe 
per un filo estensibile. 
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212. Possiamo ora intendere più distintamente il significato 
delle parole, senza turbare la connessione scambievole delle parti 
del sistema, elio s’introdussero nell’enunciato del teorema. Il 
teorema si è mostrato nell’ Art. 205 di essere vero per un ele- 
mento; se quindi consideriamo un corpo rigido come una colle- 
zione di elementi mantenuti insieme da forze molecolari, il teo- 
rema reggerà per ogni spostamento degli elementi del corpo ri- 
gido, purché includiamo le forze molecolari e valutiamo i loro 
diversi momenti virtuali. Ma dalla dimostrazione nell’ Art. 208 
apparisce che non abbiamo bisogno di considerare le forze mo- 
lecolari, purché diamo ai diversi clementi solo quei spostamenti 
che sono conciliabili con l’inalterata rigidità del corpo. Cosi ri- 
spetto alle forze enunciate nell’Articolo precedente, possiamo, 
se le prendiamo in considerazione, dare al sistema qualunque 
spostamento ci piace; ma se non le prendiamo in considerazione 
dobbiamo dare solamente spostamenti tali da non introdurre i 
momenti virtuali di queste forze. Quindi, le parole che abbiamo 
spiegate equivalgono a prescrivere d’includere ogni forza del si- 
stema, eccetto quelle per le quali sappiamo che i loro momenti 
virtuali sono zero per lo spostamento partieoi are che si considera. 

213. L’esempio seguente mostrerà come il principio delle ve- 
locità virtuali può giovare nella soluzione dei problemi. Sei ver- 
ghe eguali sono congiunte insieme con gangheri a ciascun estre- 
mo, ed una delle verghe essendo sostenuta in una posizione oriz- 
zontale l’opposta è attaccata ad essa con un filo elastico che con- 
giunge i loro punti medii; determinare la tensione di questo filo. 

Dinoti 17 il peso di ciascuna verga, T la tensione del filo. Si 
supponga il sistema spostato leggermente in modo che la verga 
più bassa discenda verticalmente per uno spazio x. Allora si ve- 
drà facilmente che il centro di gravità di ciascuna delle duo ver- 

. . X 

ghc che sono adiacenti alla più alta discende per uno spazio - ; 
ed il centro di gravità di ciascuna delle due verghe che sono adia- 
centi alla più bassa discende per uno spazio — ; il punto d’ ap- 
plicazione della tensione sulla verga più bassa discende per uno 
spazio x. Quindi pel principio delle velocità virtuali 

2W- t + 217 -f + Wx - Tx = 0 ; 

4 4 

quindi T— 317. 

Le azioni scambievoli nei gangheri spariscono dall’ equazione 
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fornita dal principio delle velocità virtuali, o cosi il risultato ri- 
chiesto è prontamente ottenuto. 

214. Ciò che segue ò il procedimento col quale possiamo de- 
durre le equazioni di equilibrio di un sistoma qualunque dal prin- 
cipio delle velocità virtuali. 

Dinotino P t ,P ì ,P 3 , ... le forze che agiscono sopra un sistema; 
Pi ® Pi > -PjSpj, ... i loro momenti virtuali rispettivi per uno spo- 
stamento qualunque; allora, pel principio, 

P, «P, + Wi + P 3 5 Pz + — = 0 C 1 )- 

Questa equazione passiamo a sviluppare. 

Siano a,, gli angoli che la direziono di P, fa con gli assi 
coordinati; x tl y tì e t le coordinate del punto di applicazione di P,; 
allora 

òp, = cos a, Sr, + cos p, 3?/, -f cos y, 82, (2); 

questo è rigorosamente vero, e simili equazioni si hanno por 

> OP',\ y • • • 

Ora, in conseguenza della connessione del sistema, per esem- 
pio, la rigidezza di alcune parti di esso, o la congiunzione dello 
parti per mezzo di verghe o fili, avranno luogo delle relazioni 
tra le coordinate x t ,y lt e t , x i ,y i ,e 2 , ... in virtù delle quali esse 
si potranno esprimere in termini di un certo numero tra loro; o 
pure tutte si potranno esprimere in termini di certe altre coor- 
dinate ed angoli indipendenti. 

Supponiamo che ,| 2 ,§ 3 , ? 2 ,9 3 , ... dinotino questo coor- 

dinate ed angoli indipendenti. Allora, se trascuriamo i quadrati 
e prodotti, e le potenze superiori di 5x,, 3 y ìt .... 3S,, 3^», .... 
89,, S(f i , ... , otterremo equazioni della forma 

Sx, = A, 3?, + A 2 .5!*, + ... + «,89, + a 2 89* + ... , 

S y, = B t 5 % t + P 2 3£» + ... + 6,89, + 6*892 + ... , 


in cui A l ,A ì , .. B t ,B 2 , ... «,,«*, ... 6,, 6,, ... sono funzioni delle 
variabili, ma non contengono gl’incrementi 8<j,,5l:.,,.. .89,, 89,,.. 

Si sostituiscano i valori di 8x,, òy t ... nelle equazioni di cui 
(2) è il tipo, e poi i valori di òp it 5 p 2 , ... si sostituiscano in (1); 
questa equazione prenderà la forma 

+ ... + + <ij.S9 1 + ... = 0 ... (3). 

Le condizioni per l’equilibrio del sistema sono 

Q, = 0, < 2 2 = 0 , ... 2 , = 0 , <j, = 0 , ( 4 ). 
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Infatti poiché Si;,, 6^, ... 8cp t ,8<p t , ... sono por ipotesi indipon- 
denti, potremmo dare al corpo un tale spostamento da lasciare 
| 2 ,5 S <? 2) ... invariate; ed allora (3) si ridurrebbe a 

@,££, = 0; onde Q t = 0. 

Similmente, possiamo mostrare che hanno luogo le altre equa- 
zioni (4). 


215. Daremo un esempio semplice per illustrare il metodo 
dell’Articolo precedente. Un filo di data lunghezza ha un estre- 
mo fisso in un punto della linea d’intersezione di due piani ver- 
ticali ad angoli retti tra loro, ed all’altro estremo porta un ele- 
mento pesante che ò respinto da questi piani con forze di cui 
una è costante e l’altra varia come la distanza dal piano; trovare 
le posizioni di equilibrio. 

Si prenda il piano verticale dal quale l’ elemento è respinto 
con una forza costante per piano dolle (x,z), c l’altro piano ver- 
ticale per piano delle (y,z)\ si prenda per origine il punto al quale 
è fisso l’ estremo del filo, e l’asse delle z sia diretto vertical- 
mente in basso. Dinotino x, y, z le coordinate dell’elemento in 
una posizione di equilibrio, ed l la lunghezza del filo. Sia TU il 
peso dell’ elemento, F la forza costante ripulsiva, pur la forza 
che varia come la distanza dell’ elemento dal piano delle (y,z). 
Si concepisca l'elemento spostato in una posizione adiacente, lo 
coordinate della quale sono x+òx, y+8y, z-j-òz. Allora pel prin- 
cipio delle velocità virtuali 

pur Sa: -|- F8y + Wòz = 0 (1); 

la tensione del filo non ha alcun momento virtuale per l’Art. 211. 


Inoltre 

onde 


x* + y* + z* = 1*- ... 
xox + yoy + zòz — 0 


( 2 ); 

. (3). 


Da (3) possiamo esprimere 8z in termini di 8x e 5 y\ così (1) 
diviene 




Quindi 


Wx n 
■ = 0 ' 


ed 


F-^l 


: 0 . 


W 

Dalla prima di questo equazioni otteniamo 02 = — , 0 pure a— 0. 

r 

F 

Se prendiamo la prima soluzione otteniamo y = — , od allora x 

I* 
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è conosciuto da (2); così si determina una posizione di equili- 
brio. Se prendiamo la soluzione x = 0, allora y e s si debbono 
trovare dalle equazioni 

Fe - Wy = 0, y* + * 2 = l l ; 
così si determina un’altra posizione di equilibrio. 

216. Il principio delle velocità virtuali ò utile nella Statica 
per la soluzione di problemi come quello nell’ Art. 210, in cui 
s’ incontrano forze che hanno i loro momenti virtuali zero per al- 
cuni spostamenti. Ciò che segue .è un’importante proposizione 
generale alla quale il principio conduce. Un sistema di corpi ri- 
gidi non sollecitato da altre forse fuorché i loro pesi, le pressioni 
scambievoli, e le pressioni sopra superficie immobili levigate, sarà 
in equilibrio, se è situato in modo che il centro di gravità sia 
nella posizione più bassa 0 piùjalta che esso può raggiungere 
movendo il sistema in modo conciliabile con la connessione scam- 
bievole delle sue parti. 

Dinotino z t ,z 3 , ... le distanze al di sotto di un piano orizzon- 
tale fisso dei diversi elementi del sistema; w t ,w t , ... i pesi di que- 
sti elementi. Affinchè il sistema sia in equilibrio, dobbiamo avero 

vo i 8z ì + + ic 3 8s 3 + ... = 0 (1); 

poiché per l'Art. 211 i momenti virtuali di tutte le altre forze 
che agiscono sul sistema svaniscono. Dinoti z' la profondità del 
centro di gravità del sistema al di sotto del piano orizzontalo 


fìsso; allora 

r , _ WfZ, + w 3 z 3 + u) 3 z 3 + ... 
wq + iv 3 + w 3 

quindi (%c i +w t +w 3 +...)8e'-w % Gz ì +w ì 8e t +w 3 8e 3 -\- (2). 

Ora quando z' ha un valore massimo 0 minimo, 

S*' = 0 (3), 

pel Calcolo Differenziale. 


Quindi, quando il centro di gravità è ad una distanza massima 
0 minima dal piano orizzontale fisso, (1) è soddisfatta ed il si- 
stema è in equilibrio. 

L’ equazione (3) è una condizione necessaria ma non sufficiente 
perchè z' abbia- un valore massimo 0 minimo; quindi, non pos- 
siamo asserire viceversa, che quando il sistema è in equilibrio, 
il centro di gravità debba essere ad una profondità massima 0 
minima. 
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Se il sistema dei corpi rigidi è tale che il centro di gravitàsia 
sempre nello stesso piano orizzontale, ogni posizione è una posi- 
zione di equilibrio. Poiché in questo caso z' è costante, e quindi 
Zz' sempre =0. 

217. Supponiamo un sistema in equilibrio, e che si dia ad esso 
uno spostamento infinitamente piccolo; allora se esso tende a ri- 
tornare alla sua posizione primitiva, quella posizione si dice es- 
sere una di equilibrio stabile '. ; se il sistema tende ad allontanarsi 
maggiormente dalla sua posizione primitiva, quella posizione si 
dice essere una di equilibrio instabile. 

Il determinare in ogni caso se l’ equilibrio di un sistema è sta- 
bile o instabile , è una quistione di dinamica nella quale non en- 
triamo. Il lettore può consultare Poisson, Art. 570, o Duhamel, 
Tom. II, Art. 69; la migliore discussione del problema, però, si 
troverà nel Cours Complémentaire d’ Analyse et de Mécanique 
lìationclle, par J. Wieille, Paris 1851. 

Il teorema generale seguente è dimostrato. Si suppongano le 
forze che agiscono sopra un sistema tali che 

£ ( Xdx + Ydy + Zdz) 

sia il differenziale immediato di una funzione delle coordinate, o; 
allora, per ogni posizione di equilibrio, 9 è in generale, un mas- 
simo 0 un minimo, nel primo caso l’equilibrio (i stallile e nel se- 
condo instabile. 

Un caso particolare importante ò quello del sistema nell’ Art. 
216, nel quale }’ equilibrio è stabile quando il centro di gravità 
ha la sua posizione più bassa, ed instabile quando esso ha la sua 
posizione più alta. 

218. Illustreremo ora il principio contenuto nell’Articolo pre- 
cedente applicandolo a due csempii. 

I. Una trave pesante uniforme è situata con le sue estremità 
a contatto con una curva fissa verticale levigata, in forma di un 
ellisse con le sue direttrici orizzontali: determinare la posizione 
di equilibrio stabile, la lunghezza della trave essendo supposta 
non minore del lato retto. 

Dinotino P e Q le estremità della trave; siano PM e QN per- 
pendicolari sulla direttrice inferiore, ed S il fuoco corrispon- 
dente a questa direttrice. Allora l’altezza del centro di gravità 

della trave su questa direttrice è -(PM+QN)\ per l’equilibrio 
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stabile quest’altezza dovrebbe essere un minimo. Se e è l'eccen- 
tricità dell’ellisse abbiamo 

Pilft QN=- e (SP+ SQ)i 

e quindi SP-±SQ deve essere un minimo. Ma SP+SQ è sempre 
maggiore di PQ, eccetto quando S è nella linea retta PQ. Quin- 
di la posizione di equilibrio stabile è quella in cui PQ passa pel 
fuoco. 

Poiché la trave è in equilibrio sotto l’ azione del suo proprio 
peso e delle resistenze normali della curva, ne segue che la linea 
retta che congiunge il punto d’ intersezione delle normali nelle 
estremità di una corda focale di un’ ellisse col punto medio della 
corda è parallela all’asse maggiore: questo risultato si può ve- 
rificare geometricamente. 

II. Il principio dell’ Art. 217 si può applicare ad un liquido il 
quale si può riguardare come una collezione di elementi pesanti 
levigati infinitamente piccoli. 

Si supponga una serie di rettangoli, tutti della stessa lun- 
ghezza, ma con larghezze qualunque. Siano essi connessi lungo 
le loro lunghezze da gangheri levigati, in modo da formare nn 
prisma vuoto senza basi; e si ponga il sistema verticalmente so- 
pra un piano orizzontale levigato. Si versi del liquido nel vaso 
così formato. Nella posizione di equilibrio stabile il centro di 
gravità del liquido 3arà ad un’ altezza minima sopra il piano oriz- 
zontale; e quindi l’ area di una sezione orizzontale del prisma 
avrà allora un valore massimo. 

Ma per i principii dell’Idrostatica i rettangoli che formano le 
facce verticali del vaso sono sollecitati dalle pressioni del fluido 
le quali formano un sistema di forze come quello nella Prop. II, 
in fine del Cap. IV.: e quindi quando vi è equilibrio la sezione 
orizzontale del prisma deve formare un poligono inscrittibile in 
un cerchio. 

Quindi abbiamo il seguente risultato: se un’area deve essere 
limitata da linee rette date l’ area è massima quando le linee 
rette sono tutte corde di un circolo. Si consulti il Calcolo diffe- 
renziale . 

219. Ciò che segue è un esempio semplice del distinguere la 
natura dell’equilibrio. 

Un corpo pesante poggia sopra un corpo fisso, determinare la 
natura dell’ equilibrio; le superficie essendo supposte scabre. 

29 
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Sia BAC una sezione verticale del corpo superiore fatta da un 



piano condotto pel suo centro di gravità G, e I)AE la sezione 
del corpo inferiore fatta dallo stesso piano. Supponiamo queste 
sezioni tutte e due circolari; sia r il raggio della sezione su- 
periore ed R quello dell’inferiore. Sia il corpo superiore spostato 
nella posizione B' A' C', e si supponga a quel ‘punto nel corpo 
superiore che era primitivamente in A\ in A! il nuovo punto di 
contatto si tiri la normale comune OA'N , che incontri in 0 il 
raggio AO della superficie inferiore, ed in N il raggio aN della 
superficie superiore. Si tiri la linea verticale per N che incontri 
aN in N\ sia g la nuova posizione del centro di gravità del corpo 
superiore. Se supponiamo le superficie abbastanza scabre da im- 
pedire ogni sdrucciolamento, il corpo superiore girerà intorno 
ad A', e l'equilibrio sarà instabile se g cade più di ilf lontano 
da a, e stabile se g cade tra M ed a. 

Sia AOA' = d, aNA' = <j. 

Siccome supponiamo il corpo superiore spostato rotolando sul- 
l’inferiore, abbiamo 

arco AA! = arco a A ! . 


quindi 

Inoltre 


Rb — ry. 

senO 


MN 

MA' ~ sen(9 + 9 ) 

1 


senO 


/ 


sen 1 

i + 7 )« 


i + 5 

r 


ultimamente ; 
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quindi. 


MN = 


r t 

r + li' 


ed 


aM = r 


r 1 _ Er 
r + E ~ R + r ’ 


Quindi, l’equilibrio è stabile o instabile secondo che ag, oAG, 

, . . .. Er 

è minore o maggiore di 

Se la superficie inferiore è concava invece di convessa, si può 
mostrare nello stesso modo che l’ equilibrio è stabile o instabile 

Er 

secondo che AG è minore o maggiore di — — - . 

E — r 


I risultati di questo Articolo reggeranno quando le sezioni 
E AC e I)AE non sono circoli; r ed E staranno allora per i raggi 
di curvatura delle sezioni, superiore ed inferiore, nel punto A. 
Se la superficie inferiore è piana, R è infinito, e per l’equilibrio 
stabile AG deve essere minore di r. 


220. Se AG = — — nel primo caso, o =■=■ — nel secondo caso, 
R+r * E-r ’ 

l’equilibrio è stato chiamato neutro. In questo caso, dovrà farsi 
un’ulteriore investigazione per determinare se l’equilibrio è sta- 
bile o instabile. Supponiamo, per esempio, che una porzione di 
paraboloide stia in equilibrio neutro col suo vertice a contatto 
con un piano orizzontale, si voglia determinare se l'equilibrio è 
stabile o instabile. 


Poiché l’equilibrio è neutro, il 
cidere col centro di curvatura 
della parabola generatrice nel 
vertice; ora, se si prendono di- 
versi punti in una parabola, 
quanto più lontano dal vertice è 
il punto preso, tanto più lontano 
dal vertice è il punto d’ interse- 
zione della normale e dell’asse. 
Quindi, la normale A’N nella fi- 
gura incontra l’asse della para- 
bola più di G lontano da a, e l’e- 
quilibrio è stabile. 


centro di gravità G deve coin- 



È facile mostrare generalmente, che se una porzione di un so- 
lido di rotazione poggia in equilibrio neutro col suo vertice so- 
pra un piano orizzontale, l’equilibrio è realmente stabile o in- 
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stabile, secondo che il raggio di curvatura della curva genera- 
trice ha un valore minimo o massimo al vertice. 

221. I risultati dell’ Art. 219, quando le sezioni BAC e DAI) 
sono circoli, si possono anche ottenere adoperando il teorema ci- 
tato nell’ Art. 217. 

Dinoti z l’ altezza del centro di gravità g sulla linea orizzon- 
tale per 0, e sia Ng^c\ allora 

z = (R A r) cos G — c cos (G -f tp) 

= (R + r)cosO — ccos ^1 + 0. 

Si sviluppino i coseni secondo le potenze degli angoli; cosi 


z ~R A r — c + 'C 


ì 0 2 

W + r) b> 


0 + f) ! - 


Supponiamo che il coefficiente di 0 2 non sia zero; allora quan- 
do 0 è infinitamente piccolo z è maggiore o minore di R+r—c, 
secondo che il coefficiente di 0 2 è positivo o negativo; nel primo 
caso iì-f-r-c è un valore minimo di z, e nel secondo caso esso è 
un valore massimo. Quindi l’equilibrio è stabile se c è maggiore 

r * . r 2 

di — — , ed instabile se c è minore di — — . 

R+r’ R+r 


Supponiamo però che sia c = 


RrV' 


allora il coefficiente di 0* 


è zero; in questo caso si dice che l’ equilibrio è neutro. Dobbiamo 
ora esaminare il coefficiente di 0* nel valore di z\ questo coeffi- 
ciente è 


cioè , 


cioè , 


-ÈK 1 + 7)‘-<- n + , ' ) }' 

}. 


- ( R + r) 


1 \ (R + r)3 

[ 4 1 r 2 

R(R + r)(R+ 2r) 

r* li 


siccome questa è una quantità negativa ne segue che RAr-c è 
un valore massimo di z e l’ equilibrio è realmente instabile. 

222. Il problema seguente fornirà un esempio instruttivo. 
Una cornice formata da quattro verghe uniformi di lunghezza a 
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connesse per mezzo di gangheri levigati, è sospesa sopra due 
caviglie levigate nella stessa linea orizzontale ad una distanza 

le due caviglie essendo in contatto con verghe diverse; mo- 

\/2 

strare che la cornice è in equilibrio quando ciascun angolo è 90°, 
e determinare se l’equilibrio è stabile o instabile. 

Si dinotino le caviglie con A e B\ supponiamo che la verga a 
contatto con A faccia un angolo 0 con l’orizzonte, e la verga a 
contatto con B faccia un angolo 9 con V orizzonte; dinoti u la 
profondità del centro di gravità del sistema al di sotto di AB. 
Allora si può mostrare che 


in cui 


(sen 0 -}- sen 9) — 


c sen 0 sen 9 
sen (0 + 9) ‘ 



Così u è una funzione delle due variabili indipendenti 0 e 9, 
ed affinchè u abbia un valore massimo o minimo 0 e 9 debbono 

essere presi in modo da soddisfare — = 0 e ^=0. Si troverà 

(V) cly 

con la sostituzione che 0 = ~ e 9 — ? sono valori convenevoli. Ma 

4 4 

si troverà che con questi valori di 0 e 9 abbiamo 


(Pu e (Pii (Pu _ c 

W ~ ” 2 ’ (Vidi = ~ C ’ da* ~~ 2 ’ 


u non è ne v n massimo 


• 1 , ( d* u V dhi (Pu . , 

smchè l — — ) _ - è positivo ed 

VrfOc? 9/ (VP d? 

nc un minimo quando 0 = 7 e 9 = 7. Tutto ciò che precede è un 

4 4 

semplice esempio del Calcolo differenziale; passiamo ad appli- 
carlo al Problema meccanico in quistioné. 

Dinoti 5 m la variazione di u in conseguenza del cangiamento 

del valore di 0 da ^ a ^+30, e del valore di 9 da ^ a ^ + 09; al- 
lora segue dalle investigazioni precedenti che 

Sm = — - I ( 30) ! + 430 39 + (09) 2 j + etc. , 

dove nell’ etc. sono inclusi termini in 30 e 59 di ordine superiore 
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al secondo. Ora benché w non sia nè un massimo nè un minimo 


quando 0 e 9 sono ciascuno j, pure vi è equilibrio allora poiché 


Su è allora zero sino ai termini di primo ordine in 60 e 09 . (Si 
vegga l’Art. 216). Ma siccome « non è nè un massimo nè un mi- 
nimo l’ equilibrio non può dirsi stabile 0 instabile universalmen- 
te ; esso è infatti stabile rispetto ad alcuni spostamenti ed insta- 
bile rispetto ad altri spostamenti. Se per esempio, consideriamo 
solamente spostamenti tali da rendere 60 = 09 , allora Su è certa- 
mente negativa quando 50 e 69 si prendono abbastanza piccoli; 
così il centro di gravità è elevato con lo spostamento e l’equili- 
brio è stabile. Se, inoltre, consideriamo solamente spostamenti 
tali da rendere 50=— 69 , allora Su è certamente positiva quando 
50 e 69 si prendono abbastanza piccoli; così il centro di gravità 
è depresso con lo spostamento e l’ equilibrio -è instabile. 


223. Di tutte le curve di data lunghezza condotte per due punti 
fissi in una linea orizzontale, la catenaria ordinaria è quella che 
ha il suo centro di gravità più lontano dalla linea retta che con- 
giunge i punti. • . • 

Questa proposizione appartiene al Calcolo delle Variazioni, 
ma una dimostrazione imperfetta di essa si può ottenere per 
mezzo di alcuni dei principii precedenti. Poiché il filo che pende 
secondo una catenaria ordinaria è in equilibrio ne conchiudiamo 
che la profondità del suo centro di gravità dalla linea orizzontale 
è un massimo o un minimo. (Si vegga però l’Art. 216). E pos- 
siamo inferire che la profondità è un massimo e non un minimo 
dal fatto sperimentale che se il filo è leggermente spostato esso 
ritornerà alla sua posizione di equilibrio sicché il suo equilibrio 
è stabile. (Si vegga l' Art. 217). Quindi in ogni altra posizione 
del filo diversa da quella di equilibrio il centro di gravità sarà 
più vicino alla data linea orizzontale. E siccome il filo che pende 
secondo la catenaria comune è di densità e spessezza uniforme il 
suo centro di gravità coincide con quello della curva. Così la pro- 
posizione è stabilita. 


224. Lagrange ha dato una dimostrazione del principio delle 
velocità virtuali , che non suppone la conoscenza delle condizioni 
di equilibrio di alcun sistema di forze; questa dimostrazione è 
difficile e non è stata accettata universalmente. La porremo qui 
e rimandiamo il lettore a Poisson, Art. 337 , ed all’ articolo «Ve- 
locità virtuali a nella Penny Cyclopoedia, per ulteriore infor- 
mazione. 
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Dobbiamo prima mostrare come un sistema qualunque di forze 
si può rimpiazzare con un filo in uno stato di tensione che passa 
intorno ad una combinazione di carrucole. 

Le forze P, Q, B, ... agenti nei punti A, B, C, ... mantengano 



un sistema in equilibrio; delle carrucole siano fissate al sistema 
nei punti A, B, C, ... e delle carrucole a,b, c, ... siano attaccate 
a tronchi fissi, sicché Aa sia la direzione della forza P, Bb quella 
di Q , e cosi di seguito. Un filo abbia' un peso W legato in un 
estremo, e passi intorno ad una carrucola N e poi intorno alle 
carrucole a ed A un sufficiente numero di volte in modo da ren- 
dere la somma delle tensioni eguale a P. Lo stesso filo passi in 
seguito sulla carrucola b, e giri intorno a b e B un sufficiente 
numero di volte, finché la somma delle tensioni sia eguale a Q. 
Il filo passa poscia su c ed intorno a c e C, e cosi di seguito; 
l’estremo del filo è legato ad un punto fisso M. Cosi il sistema 
delle forze P, Q, B, ... si può rimpiazzare con un solo filo, la 
tensione del quale è W. Qui supponiamo che le forze P,Q,B , ... 
siano commensurabili. 

Passiamo ora alla dimostrazione, nella quale seguiamo molto 
da vicino le parole di Lagrange. 

E chiaro, affinchè il sistema rimanga in equilibrio, che il peso 
W deve essere incapace di discendere quando si dà ai punti del 
sistema uno spostamento qualunque infinitamente piccolo; in- 
fatti poiché il peso tende sempre a discendere, se vi fosse uno 
spostamento del sistema che gli permettesse di discendere, esso 
necessariamente discenderebbe e produrrebbe questo sposta- 
mento del sistema. 
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Dinotino a, (2, y, ... gli spazii infinitamente piccoli, che uno 
spostamento qualunque farebbe descrivere ai punti del sistema 
secondo la direzione delle forze, che rispettivamente agiscono su 
di essi, e dinotino^, 2, r, ... i numeri di fili paralleli che sono 
attaccati alle carrucole A, B, C, ...E chiaro che gli spazii 
sono quelli per i quali le carrucole A, B, C, ... si avvicineranno 
ad a, b, c, e che il filo che congiunge queste carrucole sarà cosi 
diminuito di pa, q$, rf, ... Cosi, in conseguenza della inesten- 
sibilità del filo , il peso Wdiscenderebbe per lo spazio rp 4- . . 

Quindi, affinchè il sistema delle forze P, Q, R, ... sia in equili- 
brio, dobbiamo avere 

pa + 2^ + rY + ••• = ° i 
e quindi, essendo P = pW, Q = qW, ... 

Pa. + Q$ + E'( + ... = 0. 

Questa equazione è 1’ espressione analitica del principio delle 
velocità virtuali. 

Se la quantità Pa.-\-Q$-\-Ry-\-... , invece di essere zero, fosse 
negativa, potrebbe sembrare questa condizione sufficiente per 
assicurare l’equilibrio, poiché è impossibile che il peso salga 
da sé stesso. Ma dobbiamo rammentare, che qualunque sia la 
connessione delle parti del sistema, le relazioni che per conse- 
guenza hanno luogo tra le quantità infinitamente piccole a, 
si possono esprimere solamente con equazioni differenziali, le 
quali sono perciò lineari rispetto a queste quantità - , sicché vi 
saranno necessariamente una o più di esse che rimangono inde- 
terminate e si possono prendere con un segno positivo o negati- 
vo; cosi i valori di queste quantità saranno sempre tali da poter 
cambiare simultaneamente il loro segno. Quindi, ne segue che se 
per un certo spostamento del sistema, la quantitàPa+§^-+-iÌYi' -- * 
è negativa, essa diverrebbe positiva cambiando i segnidia,p,Y,-M 
cosi lo spostamento opposto è egualmente possibile, e questo fa- 
rebbe discendere il peso e distruggerebbe l’equilibrio. 

Viceversa, se l’equazione 

Pa+ Q$ + Ri + ... = 0 

vale per ogni possibile spostamento infinitamente piccolo del si- 
stema, esso resterà in equilibrio. Infatti, il peso restando immo- 
bile durante questi spostamenti, le forze che agiscono sul siste- 
ma rimangono nella stessa condizione, e non vi è alcuna ragione 
per la quale esse dovessero produrre l’ uno, piuttosto che l’altro, 
dei due spostamenti, per i quali a, p, Y> hanno segni diversi. 
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Questo è il caso di una bilancia che rimane in equilibrio, poiché 
non vi è alcuna ragione, per la quale essa dovesse inclinarsi da 
una parte piuttosto che dall'altra.. 

Il principio delle velocità virtuali essendo cosi dimostrato per 
le forze commensurabili, reggerà ancora quando le forze sono in- 
commensurabili; infatti sappiamo che ogni proposizione che si 
può dimostrare per le quantità commensurabili si può estendere 
con una riduzione all’ assurdo alle quantità incommensurabili. 

ESEMPII. 

1 . Un cono di cui il semi-angolo al vertice è tan -1 -4=. è rac- 

V 2 

chiuso nella superficie sferica circoscritta; mostrare che starà in 
equilibrio in ogni posizione. 

2. Una verga uniforme pesante di lunghezza a si muove in un 
piano verticale intorno ad un ganghero in una estremità. Un filo 
legato all'altra, passa sopra una carrucola in linea verticale al 
di sopra del ganghero, ed è attaccato ad un peso eguale alla metà 
di quello della verga, il quale poggia sopra una curva. La lun- 
ghezza del filo e l’ altezza della carrucola al di sopra del ganghero 
sono eguali alla lunghezza della verga, ed il sistema è in equi- 
librio in tutte le posizioni. Mostrare che l'equazione della curva é 

r = 4o sen*^ 6 , 

Li 

la carrucola essendo l’ origine ed il raggio principale essendo 
verticale. 

3. Due verghe ciascuna di lunghezza 2a hanno i loro estremi 
uniti sotto un angolo a, e sono situati in un piano verticale so- 
pra una sfera di raggio r. Dimostrare che l'equilibrio è stabile 
o instabile secondo che 

, 2r 

sena e > o < — . 

a 

4. Uno sferoide allungato poggia col suo più piccolo estremo 
sopra una tavola orizzontale. È l’equilibrio stabile o instabile? 

5. Un cilindro poggia col centro della sua base in contatto col 
punto più alto di una sfera, e quattro volte l’ altezza del cilindro 
è eguale ad un circolo massimo della sfera; supponendo che le 
superficie a contatto siano scabre abbastanza da impedire lo sdruc- 
ciolamento, mostrare che si può far caracollare il cilindro per un 
angolo di 90°, e non davvantaggio, senza cadere dalla sfera. 

30 
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6. Una sbarra molto piccola di materia è mobile intorno ad 
una estremità la quale è fissa a mezza strada fra due centri di 
forza che attraggono inversamente come il quadrato della distan- 
za; se l è la lunghezza della sbarra, e 2 a la distanza tra i centri 
di forza, dimostrare che vi saranno due posizioni di equilibrio per 
la sbarra, o quattro, secondo che il rapporto dell’intensità asso- 
luta della forza più energica a quella della meno energica, è, o 


pur no, maggiore di 


a+2l 
a- 2V 


e distinguere tra la posizione stabile 


e l’instabile. 


7. Due elementi congiunti da un filo si sostengono scambie- 
volmente sull’ arco di un circolo verticale; mostrare che il centro 
di gravità è nella verticale condotta pel centx'o del circolo. Quale 
è la natura dell’ equilibrio ? 

8. Una sfera di raggio a, caricata in modo che il centro di gra- 
vità sia ad una data distanza b dal centro di figura, è posta so- 
pra un piano scabro inclinato all’orizzonte sotto un angolo a. 
Mostrare che vi saranno due posizioni di equilibrio, ima stabile 
e l’altra instabile, nelle quali le distanze del punto di contatto 
dal centro di gravità sono rispettivamente, 

a cos a — sjib* — a 1 sen 2 a) , 
ed a cos a + -r- a 2 sen 2 a) . 

Quindi, trovare la massima inclinazione del piano che permet- 
terà alla sfera di stare in equilibrio. E l’ equilibrio stabile o in- 
stabile in questo caso limite ? 

9. Una sfera di raggio r poggia sopra una sfera concava di 
raggio 22; se la sfera è caricata in modo che l’ altezza del suo 

. Q 

centro di gravità sul punto di contatto sia -r, trovare^ in modo 

Lt 

che l’equilibrio sia neutro. 


Risultato. 22 = 3»-. 


10. Un cono pesante poggia col centro della sua base sul ver- 
tice di un paraboloide di rotazione fisso; mostrare che l’equili- 
brio sarà neutro se l’ altezza del cono è eguale a due volte il lato 
retto della parabola generatrice. Mostrare che l’equilibrio è in 
realtà stabile. 

1 1. Una tavola quadrata uniforme è capace di movimento in 
un piano verticale intorno ad un ganghero in uno dei suoi verti- 
ci; un filo attaccato ad uno dei vertici più vicini^ e che passa su 
di una carrucola verticalmente al di sopra del ganghero ad una 
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distanza da esso eguale al lato del quadrato, sostiene un peso di 
cui il rapporto al peso della tavola è quello di 1 a \l 2. Trovare 
le posizioni di equilibrio e determinare se esse sono rispettiva- 
mente stabili o instabili. 

12. Due piccoli .anelli levigati dello stesso peso scorrono su di 
un filo metallico ellittico fisso di cui l’ asse maggiore è verticale, 
e sono congiunti da un filo che passa sopra una caviglia levigata 
nel fuoco superiore; dimostrare che gli anelli staranno in equi- 
librio in qualunque posizione siano situati. 

13. Un piccolo anello pesante scorre su di un filo metallico le- 
vigato in forma di una curva il di cui piano è verticale, ed è con- 
giunto per mezzo di un filo che passa sopra una carrucola fissa 
nel piano della curva con un altro peso che pende liberamente; 
trovare la forma della curva affinchè l’ anello sia in equilibrio in 
ogni posizione. 

Risultato. Una sezione conica che ha il suo fuoco nella carrucola. 

14. Se una tavola ellittica è situata, in modo che il suo piano 
sia verticale, su due caviglie che sono nello stesso piano orizzon- 
tale, vi sarà equilibrio se queste caviglie sono alle estremità di 
una coppia di diametri coniugati. Quali sono i limiti che la di- 
stanza tra le caviglie non deve eccedere o raggiungere, affinchè 
questa posizione di equilibrio sia possibile ? Mostrare che l’ equi- 
librio è instabile. 


15. Un solido di rotazione, il di cui centro di gravità coincide 
col centro di curvatura nel vertice, poggia sopra un piano oriz- 
zontale scabro. Mostrare che l’equilibrio è stabile o instabile se- 


condo che il valore di 3 



— quando x ed y svaniscono 
ax * 


è positivo o negativo, x ed y essendo le coordinate della curva 
generatrice, valutate secondo la tangente e la normale nel vertice. 


16. Se un piano passa per una estremità A della base di un 
cilindro ed è inclinato sotto un angolo di 45° all’asse, il seg-’ 
mento così staccato resterà in equilibrio neutro, se si pone col 
suo estremo circolare sul vertice di un paraboloide di cui il lato 
retto è i cinque ottavi del diametro della base, il punto di con- 
tatto essendo anche a questa stessa distanza da A. 


17. Una porzione di filo è legata con le sue estremità a due 
punti fissi; determinare con considerazioni meccaniche la forma 
che deve prendere il filo affinchè la superficie generata dalla sua 
rotazione intorno alla linea retta che congiunge i punti fissi sia 
la massima possibile. 
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1. Un filo metallico uniforme è piegato nella forma dei tre 
lati AB, BC, CD di un poligono equilatero; ed il suo centro di 
gravità è nell’intersezione di AC o BD. Mostrare che il poligono 
deve essere un esagono regolare. 

2. Tre forze agiscono secondo tre linee rette che possono con- 
siderarsi come generatrici dello stesso sistema di un iperboloide 
ad una falda; dimostrare che se le forze ammettono una sola ri- 
sultante, essa deve agire secondo un’altra generatrice dello stesso 
sistema. 

3. Si suppongano tirate delle linee rette da uno dei centri dei 
quattro circoli che toccano i lati o i lati prolungati di un dato 
triangolo agli altri tre centri, e queste linee rette rappresentino 
tre forze in grandezza e direzione; allora la linea retta che con- 
giunge il primo centro col centro del circolo circoscritto al trian- 
golo rappresenterà in grandezza e direzione un quarto della ri- 
sultante. 

4. Un elemento sta in equilibrio in una sottile scannellatura 
in forma di un’elica, l’asse della quale è inclinato all’orizzonte 
sotto un dato angolo a. Trovare la distanza dell’ elemento da un 
piano verticale che passa per l’ asse . Trovare inoltre il massimo 
valore di a per una data elica affinchè vi sia una posizione di e- 
quilibrio dell' elemento. 

5. Una figura quadrilatera possiede la seguente proprietà; pre- 
so ad arbitrio un punto e formati quattro triangoli congiungendo 
questo punto con i vertici della figura, i centri di gravità di que- 
sti triangoli stanno sulla circonferenza di un cerchio; dimostrare 
che le diagonali del quadrilatero sono ad angoli retti tra loro. 

6. Una tavola quadrata è sostenuta in una posizione orizzon- 
tale da tre fili verticali; se uno di essi è attaccato ad un angolo, 
dove debbono essere attaccati gli altri affinchè il peso che si può 
situare in un luogo qualunque della tavola senza rovesciarla sia 
il più grande possibile ? 

7. Una lamina triangolare pende da tre fili paralleli attaccati 
agli angoli, e sostiene un elemento pesante. Dimostrare che se 
i fili sono di eguale forza, un elemento più pesante può essere 
sostenuto al centro di gravità che in ogni altro punto del disco. 

8. ABC è un triangolo; D, E, F sono i punti medii dei lati 
opposti ad A, B, C rispettivamente; P è un punto qualunque; 
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PD, PE , PF sono divisi in un dato rapporto in A\ B', C' ri- 
spettivamente: mostrare per la teoria del centro di gravità che 
AA\ BB', e CC' s’incontrano in un punto. 


9. Un cono retto è tagliato obbliquamente e poi è situato con 
la sua sezione sopra un piano orizzontale; dimostrare che quando 

l’angolo del cono è minore di sen"' vi saranno due sezioni per 

le quali l’ equilibrio è neutro, e per le sezioni intermedie il cono 
non si reggerà. 


10. Un cilindro retto sopra una base ellittica (i semiassi della 
quale sono a e b) posa col suo asse orizzontale tra due piani in- 
clinati levigati ad angoli retti tra loro; determinare le posizioni 
di equilibrio, (1) quando l’ inclinazione di uno dei piani è mag- 

d 

giore di tan" ' ~ , (2) quando l’inclinazione di tutti e due i piani 

è minore di tan -1 r- 
b 


11. Un mazzo di carte è messo sopra una tavola; ciascuna 
sporge nella direzione della lunghezza del mazzo su quella che 
le è sottoposta; se ciascuna sporge per quanto è possibile, dimo- 
strare che le distanze tra le estremità delle successive carte for- 
merà una progressione armonica. 

12. Trovare la minima eccentricità di un'ellisse affinchè essa 
sia capace di restare in equilibrio sopra un piano inclinato per- 
fettamente scabro. 


, 2 sena 

Iiisultato. c*=- . 

1 + sen a 

13. Due elementi che si respingono scambievolmente sono 
messi in una scannellatura parabolica, e congiunti con un filo 
che passa per un piccolo anello al fuoco; mostrare che se gli ele- 
menti sono in equilibrio, o le loro ascisse sono eguali, o le due 
parti del filo formano una linea retta. 

14. Ciascun elemento di un arco parabolico limitato dal vertice 
e dal lato retto è sollecitato da una forza secondo la normale pro- 
porzionale alla distanza dell’elemento dall’asse della parabola. 
Mostrare che l’ equazione della linea retta nelle quale agisce la 
risultante è 

15y + 10a: = 26a. 

15. Ciascun elemento dell’ arco di un quadrante ellittico è sol- 
lecitato da una forza secondo la normale proporzionale all’ordi- 
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nata di quel punto. Mostrare che l’equazione della linea retta 
nella quale agisce la risultante è 

6 by — 3r.ax 4- 4a* — 4Z»* = 0. 

16. Un corpo levigato in forma di una sfera è diviso in emi- 
sferi e situato col piano di divisione verticale sopra un piano 
orizzontale levigato; un filo gravato alle sue estremità con due 
pesi eguali pende sulla sfera, passando pel suo punto più alto e 
tagliando il piano di divisione ad angoli retti; trovare il minimo 
peso che conserverà l’equilibrio. 

17. Il luogo del centro di gravità di segmenti di eguale area 
A in un’ellisse è un’ellisse simile concentrica di cui l’asse mi- 
nore è 

4 ab* , , ab. . 

- __ sen*|, dove A - — (9 - sen 9). 

18. Un disco circolare di massa m' e di raggio c posa in con- 
tatto con due verghe rettilinee uniformi eguali AB, AC, le quali 
sono congiunte in A con un ganghero levigato, ed attraggono sè 
stesse cd il disco con una forza che varia come la distanza; an- 
cora il disco attrae le verghe similmente. Mostrare che vi è equi- 
librio se 

m'c (2 c cosa — a sen a) = ma’ 1 sen 4 a cos a , 

dove m è la massa di ciascuna verga, a la lunghezza di ciascuna 
verga, e 2a la loro scambievole inclinazione. 

19. U11 quadro quadrato è sospeso in un piano verticale ad un 
filo, il quale passando sopra un chiodo levigato ha i suoi estremi 
legati a due punti simmetricamente situati in un lato della cor- 
nice. Determinare le posizioni di equilibrio, e se esse sono sta- 
bili 0 instabili. 

Risultati. Sia l la lunghezza del filo, c la distanza dei due 
punti ai quali sono legati gli estremi del filo, h la lunghezza di 
un lato del quadrato; allora se Ih è maggiore di c <y(c ! + h 2 ) vi è 
solamente una posizione di equilibrio, cioè, la posizione ordina- 
ria, 0 l’equilibrio è stàbile ; se Ih è minore di c \ì(c ì + h ì ) vi sono 
due posizioni oblique di equilibrio stabile, oltre la posizione 
ordinaria di equilibrio, la quale è stabile rispetto ad alcuni spo- 
stamenti ed instabile rispetto ad altri spostamenti. 

20. Un filo flessibile è situato in un \ubo di forma qualunque 
ed è sollecitato da forze qualunque. Il diametro del tubo è eguale 
a quello del filo ed è infinitesimo. Determinare la posizione di 
equilibrio. 
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21. Due elementi eguali sono congiunti da due dati fili senza 
peso, i quali sono situati come una collana sopra un cono levi- 
gato col suo asse verticale ed il vertice in sopra; trovare le ten- 
sioni dei fili. 

22. Un triangolo di area A gira per un angolo 9 intorno ad 
un asse nel suo proprio piano parallelo ad un lato; mostrare che 
il minimo valore della superficie generata è 

(a + b + c) 1 — 2 a* 

, 

in cui a è il lato più grande. 


PINE DELI, A STATICA. 
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CAPITOLO I. 

Cinematica. 

1 . La Dinamica è la Scienza che investiga l’azione della Forza; 
e si divide naturalmente in due parti come segue. 

2. La Forza si riconosce come agente in due modi: nella Sta- 
tica come atta a costringere al riposo o ad evitare il cambiamento 
del moto, e nella Cinetica come capace di produrre o di cam- 
biare il moto. 

3. Nella Cinetica non è il semplice moto che si considera, ma 
la relazione delle forze al moto. Le circostanze del semplice mo- 
to, considerato senza relazione ai corpi mossi, o alle forze che 
producono il moto, o alle forze chiamate in azione dal moto, co- 
stituisce il soggetto di un ramo delle Matematiche pure, chia- 
mato Cinematica. A questa, come una necessaria introduzione, 
dedichiamo il presente capitolo. 

4. La ragione del moto (o la ragione del cambiamento di po- 
sizione) di un punto si chiama la sua Velocità. Essa è maggiore o 
minore secondo che lo spazio percorso in nn dato tempo è mag- 
giore o minore: ed essa può essere uniforme , cioè la stessa ad 
ogni istante; o pure può essere variabile. 

La velocità uniforme è misurata dallo spazio percorso nell’ u- 
nità di tempo, ed è, in generale espressa in metri per secondo; 
se molto grande, come nel caso della luce, essa può essere mi- 
surata in chilometri per secondo. Si deve osservare, che il Tem- 
po è qui adoperato nel senso astratto di una quantità crescente 
uniformemente, ciò che nel Calcolo differenziale si chiama una 
variabile indipendente. La sua definizione fisica è data nelCap.II. 
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5. Cosi, un punto ohe si muove uniformeinento con la velocità 
v descrive uno spazio di v metri ia ciascun secondo, e quindi 
vt metri in t secondi, t essendo un numero qualunque. Ponendo 
s per lo spazio descritto in t secondi, abbiamo 

$ = vt. 


Quindi con 1* unità di velocità un punto descrive l’ unità di spa- 
zio nell’unità di tempo. 


6. È bene di osservare clm siccome, dalla nostra forinola, ab- 
biamo generalmente 



c siccome nulla si è detto intorno alle grandezze di s e t, possia- 
mo prendere queste tanto piccole quanto vogliamo. Così ottenia- 
mo Io stesso risultato sia che deduciamo v dallo spazio descritto 
in un milione di secondi, o da (niello descritto in un milionesimo 
di secondo. Questa idea è molto utile, siccome quella che ci darà 
confidenza nei risultati quando si deve misurare una velocità 
variabile, e ci troviamo obbligati di approssimarci al suo valore 
considerando lo spazio descritto in un intervallo così piccolo che 
nella sua durata la velocità non si altera sensibilmente in valore. 


7. La velocità si dice essere variabile quando il punto mobile 
non descrive spazii eguali in tempi eguali. La velocità in ogni 
istante è allora misurata dallo spazio che sarebbe stato descritto 
in un’ unità di tempo, se il punto si fosse mosso uniformemente 
durante quell’ intervallo con la velocità che aveva nell’ istante con- 
siderato. Questo è un importantissimo, e nel fatto un fondamen- 
tale concetto, che lo studente deve perfettamente realizzare pri- 
ma che egli possa utilmente procedere innanzi. Esso giace alla 
base di tutt’i metodi esatti che si sono immaginati allo scopo di 
misurare la ragione con la quale un cambiamento , di qualsivoglia 
natura, si trova di aver luogo. 

Sia o la velocità del punto al tempo l, misurato da un’epoca 
fissa, s lo spazio descritto da esso durante quel tempo, ed s + òs 
lo spazio descritto durante un intervallo maggiore t+?A. Suppo- 
niamo che v t sia la massima, e la minima velocità con la 
quale il punto si muove durante il tempo ot\ allora v t òt sa- 
rebbero gli spazii che un punto descriverebbe in quel l'intervallo, 
movendosi uniformemente con queste velocità rispettivamente. 
Ma la velocità attuale del punto non è maggiore di v t , c non ò 
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minore di v t , quindi riguardo allo spazio attuale descritto, 


o 


Ss non è maggiore di v t Sl, e non è minore di v t St, 


Ss 

Tt 


”t 


v t , 


comunque piccolo sia 8 1. Ma, a misura che 8t diminuisce conti- 
nuamente, », e » 2 tendono continuamente a », ed ultimamente 
diventano ad essa eguali. Quindi, passando al limite, 


ds __ 

di ~ 


». 


Se » è negativa in questa espressione, essa indica che s dimi- 
nuisce al crescere di t; il caso positivo che abbiamo preso come 
quello normale, riferendosi a quello in cui s e t crescono insie- 
me. Ne segue che, se una velocità in una direzione si considera 
positiva, nella direzione opposta si deve considerare negativa; o 
per conseguenza il segno della velocità indica ha direzione del 
moto. 

Questo è, naturalmente, nella supposizione che la velocità va- 
rii con continuità, e non a salti. Si richiederebbe una forza infi- 
nita per produrre in un tempo infinitamente piccolo un tale cam- 
biamento di velocità in un elemento materiale. Quindi siccome 
noi ci prepariamo per le applicazioni fisiche solamente, tali casi 
si possono escludere per ora. Di essi si tratterà nel capitolo sul- 
l’ Urto . 


8. Si vedrà facilmente che l'idea di velocità spiegata prece- 
dentemente è egualmente applicabile sia che si consideri il moto 
del punto in una retta, o in una linea curva. Nel secondo caso, 
però, la direzione del movimento cambia continuamente; e sarà 
necessario di conoscere ad ogni istante la direzione, del pari che 
la grandezza, della velocità del punto. Questo si fa usualmente, 
ed in generale il più convenientemente , considerando le velocità 
del punto parallele ai tre assi coordinati rispettivamente. Infatti, 
se le coordinate del punto si rappresentano con x, y, e i valori 
degli accrescimenti di queste, o le velocità parallele ai corrispon- 
denti assi, saranno con un ragionamento analogo al precedente 

dx dy dz 
dt ’ dt ' dt 

Dinotando con » l’intera velocità del punto, abbiamo 
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c, se a, p, Y sono gli angoli elio la direzione del movimento fa 
con gli assi, 

dx 
dx di 

cosa = — = —•, 
ds ds 


Similmente, 


dt 

dx 

di = v cosa — v x> 

dy 
dt 
de 

-=, C °S T : 


— V COS $ — V, 


■ V. . 


supponiamo. 


Quindi, ^ si debbono trovare dalla velocità totale v, 

dt dt dt 

risolvendola come si dice - , cioè moltiplicandola per i coseni di di- 
reziono della direzione del moto. Esso si chiamano le Velocità 
componenti del punto: e, rispetto ad esse, v si chiama la Velocità 
risultante. 


9. Segue da ciò che si è detto, che, so un punto si muove in 
una direzione qualunque, possiamo supporre che la sua velocità 
sia la risultante di tre velocità coesistenti in tre direzioni qua- 
lunque ad angoli retti tra loro; o, più generalmente, in tre di- 
rezioni qualunque non nello stesso piano. Ma la risoluzione ret- 
tangolare è la più semplice e migliore eccetto in alcune molto 
speciali applicazioni. 

Siano v x , t’y, v. le componenti rettangolari della velocità v di 
un punto in movimento, allora la parte risoluta di v secondo una 
linea inclinata agli assi sotto gli angoli , 

' 4 r , \ 

v x COS X -f V y COS JJL + v, cos V. 

Infatti, siano a, J3, y gli angoli che la direzione del movimento 
del punto fa con gli assi, 0 l’angolo tra questa direzione e la li- 
nea data. Allora siccome 

£ 

cosO = cosa cosX -f cosp cos jjl + cosy cos v, 
la parte risoluta di v secondo quella linea è 

v cos 0 = v j cosa cosX + cos^ cos p + cosy cosv | 

= v x cos X + v, t cos p + v z cos v. 
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10. Queste proposizioni sono virtualmente equivalenti alla se- 
guente ovvia costruzione geometrica : 


Per comporre due velocità qualunque come OA, OB nella fi- 
gura; in cui OA, per esempio, rap- 
presenta in grandezza e direzione n c 

lo spazio che sarebbe descritto in un 
secondo da un punto che si muove 
con la prima delle date velocità, e 
similmente OB per la seconda; da 
A si tiri AC parallela ed eguale ad 
OB. Si congiunga OC: allora OC è 
la velocità risultante in grandezza 

e direzione. Infatti i movimenti paralleli ad OA ed OB sono in 
dipendenti. 



OC è evidentemente la diagonale del parallelogrammo di cui 
due dei lati sono OA, OB. 

Quindi la risultante di due velocità qualunque come OA, AC 
nella figura è una velocità rappresentata dal terzo lato, OC, del 
triangolo OA C. 

Quindi se un punto ha, simultaneamente, velocità rappresen- 
tate da OA, AC, e CO, i lati di un triangolo presi nello stesso 
ordine, esso è in riposo. 

Quindi la risultante delle velocità rappresentate dai lati di un 
poligono chiuso qualunque, sia o pur no in un piano, pi'esi tutti 
nello stesso ordine, è zero. 

Quindi ancora la risultante delle velocità rappresentate da 
tutt’i lati di un poligono eccetto uno, presi in ordine, è rappre- 
sentata da quel lato in direzione opposta. 

Quando vi sono due velocità o tre velocità in due o in tre di- 
rezioni rettangolari, la risultante è la radice quadrata della som- 
ma dei loro quadrati, ed i coseni dell’inclinazione della sua di- 
rezione alle date direzioni sono i l'apporti delle componenti alla 
risultante. 


r 


11 . Quando un punto si muove in una curva piana, esprimere 
le sue velocità componenti ad ogni istante ,secondo* e perpendico- 
larmente al raggio vettore tirato da impunto fìsso nel piano della 
curva. 

Siano a", y le sue coordinate rettangolari, r, 0 le polari, sicché 
ar^rcosO, ?/ = rsenO. 
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Abbiamo immediatamente, con la differenziazione, 



dx dr , (Vi 

S = ””"S| 

-- -J sen 0 + r cos 0 ~ 1 
(It dt (It 


che sono le velocità parallele alle x ed y. Ma per l' Art. 9 la ve- 
locità secondo il raggio vettore è 

du . dx . dr , ,, v 
37Se n6 + S7 co S 0 = s ,d« (t>; 

e la velocità perpendicolare ad esso è 

dy , dx „ rlO . 

~ cosO — ~senO = r— , da (1). 
ut • (It ut 


12. La velocità di un punto si dice comunemente essere acce- 
lerata o ritardata secondo che essa cresce o diminuisce, ma la 
parola Accelerazione è usata scientificamente in tutti e due i 
sensi; e si può definire come la ragione del cambiamento della 
velocità per l’unità di tempo. 

L’accelerazione può essere uniforme o variabile. Si dice es- 
sere uniforme quando il punto riceve eguali incrementi di velo- 
cità in tempi eguali, ed è allora misurata dall’attuale accresci- 
mento di velocità generato nell’unità di tempo. L’unità di acce- 
lerazione sia presa in modo che un punto sotto la sua azione ri- 
ceverebbe un incremento di una unità di velocità in una unità 
di tempo; allora un punto sotto l’ influenza di a unità di accele- 
razione riceverebbe un incremento di a unità di velocità in una 
unità di tempo, e per conseguenza a t unità di velocità in t unità 
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di tempo. Se il punto parte dalla quiete abbiamo 

v = at , 

in cui v dinota la velocità alla fine dell’ intervallo t , ed a V acce 
lerazione. 


13. L’accelerazione è variabile quando il punto non riceve 
eguali incrementi di velocità in eguali incrementi di tempo. 
L’accelerazione ad ogni istante è allora misurata dall’ incremento 
di velocità che sarebbe stato generato in una unità di tempo se 
l’accelerazione fosse rimasta costanti durante quell’ intervallo ed 
eguale al valore nel suo cominciamento. 

Sia v la velocità del punto alla fine del tempo t, a l’ accelera- 
zione in quell’istante, v-\-So la velocità alla fine del tempo t+St\ 
e siano a,, a 2 il massimo ed il minimo valore dell’accelerazione 
dui-ante l’intervallo òt, allora a fil, a t òt sarebbero gl'incrementi 
di velocità in quell’intervallo, di un punto sottoposto a quelle 
accelerazioni rispettivamente. Ma l’ accelerazione attuale non è 
maggiore di a , e non è minore di a 2 , quindi l’incremento attuale 
di velocità 

So non è maggiore di a,S< e non è minore di OjOf, 
Su 


comunque piccolo sia 5 1. Ma, al diminuire continuamente 5/, a, 
ed cf ì tendono continuamente ed in ultimo diventano eguali ad 
a. Quindi, passando al limite, 


do 

dt 


a. 


Il segno positivo dato ad a mostra che v cresce con /, mentre un 
segno negativo mostrerebbe che v decresce al crescere di t, in 
altri termini un’accelerazione negativa è una ritardanza. 
Combinando l’ equazione precedente con 


abbiamo 


ds 
Tt 
d*s 
dt * 


v, 


= a, 


considerando t come la variabile indipendente. 


14. Non abbiamo considerato che il movimento di un punto 
in una traiettoria definita , la quale può essere rettilinea o cur- 

32 
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vilinea, ma nella quale vi è solamente un grado di libertà al mo- 
vimento, e nella quale perciò la posizione ad ogni tempo è de- 
terminata da una variabile, s. 

Se la traiettoria è curvilinea, le accelerazioni delle ragioni 
degli accrescimenti delle coordinate del punto che si muove si 
chiamano le Accelerazioni componenti parallele agli assi. Se que- 
ste si dinotano con a x , a y , a., avremo 


dt 2 ““ x ’ 


fZ 2 W 


Rispetto a queste, Va^-f-a^+a. 2 si chiama V Accelerazione 
risultante. 


15. L’accelerazione -r~, non è la completa risultante di 
d ì x d i y d 2 z 

jp , - , — , come si può vedere facilmente: infatti il suo qua- 

drato non è eguale alla somma dei quadrati di quelle tre accele- 
razioni. Essa è però, la sola parte della loro risultante che ha un 

d 2 s 

effetto sulla velocità; in breve -r~ è la somma delle parti risolute 

dt- 


d*x dry d ì z 
dfi’dt*' dfl 


nella direzione del movimento, come lo mostra 


la seguente equazione identica: 

d i s dx d 2 x dy d‘ l y dz d ì s 
dt* ds dt 2 + ds dt 1 ' ds dt 1 ’ 

Ciò segue immediataiAente dall’equazione dell’ Art. 8 

con la differenziazione. E questo mostra che l’ accelerazione si 
deve risolvere secondo la stessa legge come la velocità. Infatti 

d‘“S d'^x 

per trovare — j, l’accelerazione secondo s, — si deve multipli- 

dx 

care per etc. etc. che è la legge del coseno. 

L’ altra parte della risultante è ad angoli retti a questa, ed il 
suo solo effetto si è di cambiare la direzione del movimento del 
punto. E questo ci conduce ad un’altra forma dell’accelerazione, 
quando la velocità del punto che si muove è inalterata, ma la 
direzione del movimento cambia. Il suo valore in termini della 
velocità e della curvatura sarà data più tardi. 
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L equazione precedente mostra ancora, essendo — , — , — ì 

coseni di direzione del piccolo arco ds che può avere una dire- 
zione qualunque, che per ottenere l’ accelerazione secondo una 
linea qualunque inclinata agli assi sotto dati angoli, dobbiamo 
risolvere le accelerazioni componenti parallele agli assi secondo 
essa, c prendere la somma delle parti risolute. Cosi l’accelera- 
zione secondo una linea inclinata sotto gli angoli X,v.,v agli assi è 

o x cosX 4- a u cos g. + a. cosu, 

16. Un punto si muove in una curva piana, esprimere le sue 
accelerazioni componenti ad ogni istante secondo, e perpendico- 
larmente al raggio vettore. 

Siano x , y le coordinate rettangolari, r, 0 le polari; sicché 


abbiamo 


x = r cosO, 
y = r sen 0; 

dx dr . , db 

3r = j i c ««-r S o„0 s , 



e 


(Px 

w 


j d*r _ /dOV) 
ìdt* r \dt) ) 


cosO - 


0 


dr M drb\ 
di dt + Y di 1 ) 


scnO. 


Similmente, 
d-y _ ( d-r 

dt- i dt 2 


r 



■ sen 0 -f 


( 2 — — -f y— ) 

V dt dt ' dt V 


cosO. 


Queste sono le accelerazioni parallele alle x ed alle y. E sic- 
come, per 1’ Art. 15, l’accelerazione secondo il raggio vettore è 

dhj , d'x . 

-^senD + ^cosO, 
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le espressioni precedenti la danno nella forma 

d 2 r_ /dsy 
dt 2 1 \dt) 


L’ accelerazione perpendicolare al raggio vettore è 


cioè, 


d 2 y d'-x , 


drd<) d ì 0 

2 dt dt + r dt 2 1 


..... 1 d ( d0\ 

che si può scrivere - — ( r* — ) . 

r dt\ dt) 


17. Quando un punto è in movimento in una curva qualunque 
trovare le sue accelerazioni secondo, e perpendicolarmente alla 
tangente ud ogni istante. 

Siano x, y, z le coordinate del punto alla fine del tempo t, s la 
lunghezza dell' arco descritto durante quell' intervallo. Allora, 
poiché per le equazioni della curva x, y, e z sono funzioni di s, 

dx _ ( Ix ds 
dt ~ ds dt ' 

d 2 x _ d 2 x / ds\ 2 dx d 2 s 
e dtF~d^ \dt) + dslt 2 ' 


Similmente, 


d 2 y _ cPy f ds\ 2 ^ dy d 2 s 
\Tt) + dsdt 2 ’ 

d 2 z __ d 2 z / rfs\* dz d*s 
dt 2 ~ds 2 \dt) + dsW 


Ricordando la legge di risoluzione dell’accelerazione, la forma 
di queste equazioni mostra che in esse sono risolute secondo le 

d t s 

x, y , z 1° un’accelerazione — t , i di cui coseni di direzione sono 

dx dy dz , , . 1 / dsV 

— , , e 2° un accelerazione - I ~ ) , dieux ì coseni di dire- 
tte ds ds p \dt / 


/.ione sono p — , p p Questo procedimento avrebbe po 


d*x d 2 y d 2 s 
ds 2 ' P dÌ*’ P d?‘ 
luto essere impiegato con vantaggio in alcuni articoli precedenti. 
Ma, per il principiante , dobbiamo seguire un metodo più laborioso . 
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18. Per trovare l’accelerazione secondo la tangente dobbiamo 

moltiplicare queste accelerazioni componenti per , —, ri- 

ds ds ds 

spettivamente, e sommare. Così l'accelerazione tangenziale è 
dx d*x dy d 2 y dg d l e __ d i s 
dsdtt+teW+TsdP'dt*' 

come abbiamo già veduto. Inoltre nella normale, verso il contro 
di curvatura, abbiamo l’accelerazione 


d' l x d i x 


(dh 

W 


ds 1 di* + 


•-)-©'ì(S)^©y + (S)’ì 

_i /*y 

“ p \dtJ ' 


Abbiamo preso, in ciò che precede, le equazioni seguenti dalla 
Geometria analitica, 

4 = (^y + (^y + (^Y 

p- \ds i J \ds- J \ds-J 

in cui p ò il raggio di curvatura, di cui i coseni di direzione 
sono 

d* x ’ d t y d i z 


ds * 


P ds* ’ P dal ’ 


ds 2 ’ 


onde 


dx d*y dyd*y ds d' l z _ 
dsds 2+ dsd7 i + dsds*~ ' 


Lo accelerazioni del punto mobile si possono trovare ancora 
nel seguente modo. Evidentemente non vi è alcuna accelerazione 
perpendicolare al piano osculatore, giacché questo piano con- 
tiene due direzioni consecutive del movimento del punto. Delle 
due direzioni consecutive la prima faccia un angolo 0 con una 
linea fissa qualunque nel piano osculatore, allora v cos 0 e v sen 0 
sono le velocità del punto parallela o perpendicolare alla linea 

fissa rispettivamente. Per conseguenza — (e cos 0) o — (esenti) 

(tu eie 

sono le accelerazioni nelle stesse direzioni. Queste espressioni, 
quando si sviluppano, diventano 

do db do . . db 

■rr cos 0 — v sen 0 -- , e sen 0 + v cos 0 r. • 
di di di di 
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Quindi le accelerazioni secondo la tangente e la normale sono 

~ e « l' ultima essendo positiva nella direzione del centro di 
ut ut dO 1 , 

curvatura. Siccome— = l’accelerazione normale, essendo 

dOds . , * P * 2 

— v— -r-, si può esprimere con — . 
dsdt p 


19. Avremmo potuto trattare le accelerazioni componenti così 

/(PxV fdh/X- /éPe\* 

\dP ) "** \dt* ) XdP / 0 acce l erazione risultante) 2 

_ 1 fdsy fcPsy 
~ p* VdZ/ + \dP/ ’ 


sommando i quadrati dei loro valori dati nell’ Art. 17. 

■ (Ps 

Ora —, è l’accelerazione secondo la tangente, e l’altra parte 

* ( ( -:-/) , o —, agisce ad angoli retti su di essa come lo mostra 
p \dt / p 

la forma dell’equazione, e per conseguenza è l’ accelerazione per- 
pendicolare alla tangente. 

(IPjc * 

Dallo espressioni per — ’ ', — , — j , otteniamo ancora 

flfr Ite (IL 


(Px / dy d-z dz d r y\ 
dP \ds dè “ rfs ds 2 / 

/ cZs (Z*£ (Z.r d ì s\ 
dt * vZs <Zs- (Zs (Zs- / 
(Z 2 s / (Za; (Z 2 7/. (/« (Z 2 x\ 

+ dT 2 \ds d?~lsdi?-) ~ 


che si può scrivere nella forma di un determinante 


(Px 

dhj 

(Ps 

dP ’ 

dP ’ 

dP 

dx 

dy 

ds 

~ds ’ 

ds ’ 

ds 

(Px 

( Py 

(Ps 

rls 2 ’ 

ds 2 ’ 

(Zs 2 


Questo significa che l’Accelerazione risultante giace nel piano 
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che contiene la tangente ed il raggio di curvatura assoluta, o sia 
che non vi ò alcuna accelerazione perpendicolare al piano oscu- 


li 

latore. L’accelerazione — deve essere perciò secondo la normale 
P 

alla curva tirata nel piano osculatore; cioè, secondo il raggio di 
curvatura assoluta. 


20. Siamo perciò condotti a sviluppare la definizione data nel- 
l’Art. 12 così: l’ Accelerazione è la ragione del cambiamento di 
velocità sia che il cambiamento abbia luogo nella direzione del 
movimento o pur no. 

Ciò che s’ intende per cambiamento di velocità è evidente dal- 
l’Art. 10. Poiché se una velocità OA (nella figura di quell’ arti- 
colo) diviene OC, il suo cambiamento è AC, o OB. 

Quindi, appunto come la direzione del movimento di un punto 
è la tangente alla sua traiettoria, così la direzione dell’ accele- 
razione di un punto mobile si dove trovare con la costruzione 
seguente. 

Da un punto qualunque 0 si tirino le linee Or, OQ, etc., che 
rappresentino in grandezza e direzione la 
velocità del punto mobile ad ogni istante. I 
punti, F, Q, etc., formano in tutt’i casi del 
movimento di un elemento materiale una 
curva continua, poiché si richiede una forza 
infinitamente grande per cambiare la velo- 
cità di un elemento bruscamente in dire- 
zione o in grandezza. Ora se Q è un punto 
vicino a F, OF ed OQ rappresentano due 
valori successivi della velocità. Quindi FQ 
è l’ intero cambiamento di velocità durante 
l’intervallo. A misura che l’ intervallo di- 
viene più piccolo la direzione FQ si avvicina sempre più alla 
tangente in F. Quindi la dilazione dell’accelerazione ò quella 
della tangente alla curva cosi descritta, chiamata dal suo inven- 
tore, W. R. Hamilton, 1’ Odografo. 

L’ ammontare dell’accelerazione è la ragione del cambiamento 
di velocità, ed è perciò misurato dalla velocità di F nella cur- 
va FQ. 

21. Il Momento di una velocità intorno ad un punto qualun- 
que è il rettangolo contenuto dalla sua grandezza e dalla per- 
pendicolave abbassata dal punto sulla sua direzione. Il momento 
della velocità risultante di un punto intorno ad un punto qua- 
lunquc nel piano delle componenti è eguale alla somma algebrica 
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dei momenti delle componenti, il segno proprio di ciascun mo- 
mento dipendendo dalla direzione del movimento intorno al pun- 
to. Lo stesso è vero dei momenti dell’ accelerazione, e della quan- 
tità di moto che sarà definita in appresso. 

Si considerino due velocità componenti, AB ed AC, e sia AD 
la loro risultante (Art. 10). Le metà dei 
loro momenti intorno al punto 0 sono ri- 
spettivamente le aree OAB, OCA. Ora 
OCA, insieme con la metà dell’area del 
parallelogrammo CABD , è eguale ad 
OBI). Quindi la somma delle due metà dei 
momenti insieme con la metà dell’area 
del parallelogrammo è eguale ad A OB 
insieme con BOB, vale a dire, all’area 
dell’intera figura, OAB1). m&ABB, una 
parte di questa figura è eguale alla metà dell’area del paralle- 
logrammo-, e perciò la rimanente, OAB, è eguale alla somma 
delle due metà dei momenti. Ed OAB è la metà del momento 
della velocità risultante intorno al punto 0. Quindi il momento 
della risultante è eguale alla somma dei momenti delle due com- 
ponenti. Riflettendo ai segni dei momenti, vediamo che la pro- 
posizione vale quando 0 è dentro l’angolo CAB. 

22. Ora se una delle componenti passa sempre pel punto 0, il 
suo momento svanisce. Questo ò il caso di un movimento in cui 
1 accelerazione è diretta ad un punto fisso, e dimostriamo così il 
teorema che nel caso dell’ accelerazione diretta sempre ad un 
punto fisso la traiettoria è piana e le aree descritte dal raggio vet- 
tore sono proporzionali ai tempi, infatti il momento della velo- 
cità, che in questo caso è costante, è evidentemente il doppio 
della ragione secondo la quale l’area è descritta dal raggio 
vettore. 



23. Quindi in questo caso la velocità in ogni punto è inversa- 
mente proporzionale alla perpendicolare dal punto fisso sulla tan- 
gente alla traiettoria, la direzione momentanea del movimento. 

Infatti, evidentemente il prodotto di questa perpendicolare per 
la velocità ad ogni istante dà il doppio dell’ area descritta in un 
secondo intorno al punto fisso, la quale si è or ora mostrato di 
essere una quantità costante. 

24. I risultati degli ultimi tre articoli si possono facilmente 
ottenere analiticamente, così. Si prenda il piano del movimento 
per quello delle x, y, e sia l’origine il punto rispetto al quale si 
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prendono i momenti. Allora .se x, y è la posizione del punto mo- 
bile al tempo 7, la perpendicolare dall’ origine sulla tangente alla 
sua traiettoria è 

dy dx ,<70 . . 

^~ X ds~ y ~ds =r ^ds ’ m C00r< ^ 1Ila t 0 polari. 


Da questo abbiamo immediatamente 

ds dy dx . <70 

P di~ X dÌ~ y dÌ~ r dÌ 

o con la notazione dell’ Art. 8, 

pv = xv y - yv x , 
che è il teorema dell’ Art. 19. 


( 1 ), 


Inoltre 


<7 dh) d ì x 


( 2 ). 


Ora, se l’accelerazione è diretta ad o da 0, il suo momento 
rispetto ad 0, ohe è evidentemente 

„ dhj d ì x 

x w- y c w> 

deve svanire. Quindi (2) dà 

pv = costante, che è 1! Art. 21. 

Per mezzo di (1) ciò dà 

costante, che è l’ Art. 20 ; 
dt 

poiché, se A è l’area descritta dal raggio vettore, 

<U_» J ' - 

~dt ~ 2 ' 


25. Determinare il movimento di impunto quando V accelera- 
zione della sua velocità è data. 

Questo è uno dei Problemi più generali suggeriti dalla Cine- 
matica di un punto, poiché esso include, come si vedrà, la de- 
terminazione del movimento quando sono date le velocità com- 
ponenti . 

33 
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Siano a, fi, Y le componenti della data accelerazione, abbiamo 
éPx 1 


( Hl = Q 

dt* * > 


dt* ' Y ’ ) 

Ora a, fi, f possono essere funzioni di ?/, s, t, 


dx dy 


x. «* j vqow w JUUbiVUi a y y , « j ij ^ I -yy, v ^yy ? 

o di due o più di cpieste quantità. Le equazioni (1) si debbono 
integrare come equazioni differenziali simultanee se è possibile. 


Cosi con una integrazione abbiamo i valori di 


. dx dy dz . 


\j\jai tuli unii mitili u&ium; IIIJUUIIUU i vuiuil ili ”77 , -r: , “ Intel'* 

dt dt dt 

mini di una o più delle quantità x, y, s e /; cioè, si conoscono le 
velocità componenti. 

Un’altra integrazione, se essa può essere effettuata, dà x, y, 
e z, in termini di t\ e, se l’ultima variabile si elimina dalle tre 
equazioni integrate, abbiamo le due equazioni della traiettoria 
nello spazio: e cosi, teoreticamente almeno, il movimento è com- 
pletamente determinato. 

Non è necessario di dare qui esempii dell’ integrazióne di tatj 
equazioni, poiché la maggior parte dei capitoli seguenti sarà de- 
dicata ad essi. 


26. Tutto ciò per un puuto solo. Quando si considerano più 
punti, la Cinematica ci abilita a determinare, dai dati movi- 
menti di tutti, i loro movimenti relativi .rispetto ad alcuni tra 
essi; o viceversa, dal movimento attuale di uno, e dai movimenti 
relativi ad esso degli altri, a determinare i movimenti attuali di 
questi nello spazio. Ciò dipende dalla seguente proposizione per 
sé evidente. 

Se la velocità di un punto qualunque di un sistema si rivolge 
in direzione, e si comunica a ciascun punto del sistema in compo- 
sizione con quella che essa già possiede, i movimenti relativi di 
hitii rispetto al primo, così ridotto in quiete, saranno gli stessi 
che i loro movimenti relativi rispetto ad esso quando tutti erano 
in movimento. 

Per la dimostrazione è sufficiente di notare che se ad ogni i- 
stante la distanza di due punti, e la direziono della linea clic li 
congiunge sono le stesse che per due altri punti, i movimenti 
relativi di un punto di ciascuna coppia rispetto all’ altro saranno 
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gli stessi. Le più semplici illustrazioni di questa proposizione 
sono fornite dai movimenti relativi degli' oggetti in un vascello 
o in un carro, i quali sono indipendenti dalla velocità comune 
del tutto, o, in maggiore scala, degli oggetti terrestri, di cui i 
movimenti relativi non sono affetti dalla rotazione della terra, o 
dal suo movimento nello spazio. 

Siccome le accelerazioni si compongono secondo la stessa legge 
come le velocità, il teorema precedente è vero ancora per esse. 


27. Due punii descrivono orbite simili l’uno intorno all’ altro, 
ed intorno ad un punto qualunque che divide la linea che li con- 
giunse in un dato rapporto. 


Siano A e lì i punti, G un punto in AB tale che 


AG 

GB 


ad una 


costante. 


La traiettoria di B intorno ad A sarà evidentemente la stes sa 
che quella di A intorno a B, poiché la lunghezza e la direzione 
della linea AB sono le stesse qualunque estremo si supponga 
fisso. Inoltre se G è fisso la traiettoria di B intorno ad esso dif- 
ferirà evidentemente da quella di B intorno ad A avendo i cor- 

lìGr 

rispondenti raggi vettori diminuiti nel rapporto -^. Ma questa 

è la definizione delle curve simili. Lo stesso naturalmente vale 
rispetto alla traiettoria relativa di A rispetto a G. Questa pro- 
posizione si troverà in seguito di considerevole utilità, poiché ci 
abilita materialmente a semplificare le equazioni del movimento 
di due elementi liberi che si attraggono scambievolmente. 


28. Come un esempio di movimento relativo, si considerino 
due punti l’uno dei quali si muova uniformemente in una linea 
retta mentre l’ altro si muova uniformemente in un circolo in- 
torno al primo come centro; determinare la traiettoria del secondo 
punto, il movimento essendo in un piano. 

Si prenda la linea di movimento del primo per asse delle x, 
v la sua velocità, il piano del circolo per quello delle xy , a il 
raggio della relativa orbita circolare, io la velocità angolare in 
essa, Art. 32. Supponiamo che il punto girante sia inizialmente 
nell'asse. Inoltre al tempo t supponiamo che la linea che con- 
giunge i punti sia inclinata sotto un angolo 0 all’asse delle x. 
Allora per lo coordinate del punto girante abbiamo 

y - a sen 0 , 
x — vi + « cos 0 . 
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quindi 

V 

x = — sen 

(0 

III 


è l’ equazione della traiettoria assoluta richiesta. Questa appar- 
tiene alla classe delle cicloidi; essa è allungata o accorciata se- 
condo che v è maggiore o minore di a io, o sia il movimento as- 
soluto del primo punto maggiore o minore di quello dell’ altro 
nella sua orbita circolare. Se i due movimenti sono eguali, o 
t> = rtlo, abbiamo l'equazione della cicloide ordinaria, come in- 
vero è evidente, infatti la traiettoria circolare si può supporrò 
il circolo generatore, e la velocità del centro nella sua traietto- 
ria rettilinea è eguale a quella del punto descrivente intorno a 
quel centro. 

20. E evidente che, qualunque sia la traiettoria relativa, se r, 
0 dinotano le coordinate relative del secondo punto rispetto al 
indino al tempo t,x,y, ed x' le coordinate assolute all’istesso 
tempo, 

x = x' -(- r cos 0 ) 

A } <!)• 

y = r senO J 

Ora nel primo caso, quando il movimento del primo punto, e 
quello nell’ orbita relativa sono dati, x', r, e 0 sono note funzioni 
di /; quindi se questi valori si sostituiscono in (1), e si elimina 
t, avremo l’equazione tra x ed y, che si richiede. 

Ancora, se tutte e due le orbite assolute sono date, x, y, ed 
x' sono conosciuti in termini di t, e cosi le equazioni (1) servono 
a dare r e G in termini di /, il che fornisce la completa determi- 
nazione della traiettoria relativa, e le circostanze della sua de- 
scrizione. 

30. Il seguente è un caso molto utile, avendo molte importanti 
applicazioni nell’Ottica fisica, etc. 

Un punto A è fìsso. B descrive uniformemente un circolo in- 
torno ad A, e C descrive uniformemente ( nello stesso piano) un 
circolo intorno a B. Trovare il movimento di C relativo ad A. 

Sia a la lunghezza di AB, b quella di BG, r quella di AC; e 
al tempo t facciano esse gli angoli 9, y, 0 con una linea fissa nel 
piano del movimento. Allora 

r cos 0 — « cos 9 + b cos y, 
r scn 0 -—a sen 9 + b seny. 
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Ma 9 e x crescono unitamente. Quindi 
9 —mt + a, 

X = «* + P, 

dove ni, n, a, p, sono costanti. Così 

r cos 0 = a cos ( mt 4- a) + b cos ( nt + p) , 
r sen 0 = a sen (mt + a) + b sen (nt -f P). 

Queste sono le equazioni generali delle Epicicloidi ed Ipoci- 
cloidi; e da esse si possono dedurre tutte le loro proprietà. 

Ci limitiamo ad uno o due dei casi più semplici. 

(1) Sia ni— il, a—b. (Questa è la composizione di due movimenti 
circolari eguali, nella stessa direzione e di periodi eguali). Ab- 
biamo 

. o a - p ( a -f p\ 
r cos 0 = 2« cos - a • cos I mt -f - -, y - ) , 

/, n ® — P / , CC + p\ 
r sen 0 = 2 a cos — ~ sen I mt H ~ 1 ; 


onde 


o a - p 
2 a cos — — 


0 = w«< + 


a + p 

2 ‘ 


Questo dinota ancora un movimento circolare uniforme, dello 
stesso periodo, e nella stessa direzione, come i movimenti com- 
ponenti. 


(2) Sia a—b. (Qui si compongono movimenti circolari 

eguali, di eguali periodi, ma in direzioni opposte). Come sopra 
abbiamo 


r cos 0 = 2rt cos 
r senO = 2 a sen 


a + p 
2 

a + p 
2 


cos 

cos 


(++M)' 


Quindi 


r = 2a cos 




0 = 


a + p . 

o > 


e questo dinota un movimento vibratorio in una linea retta de- 
finita. 
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31. In un sistema qualunque eli quinti in movimento, determi- 
nare i movimenti relativi dagli assoluti; e viceversa. 

Siano x,y,z,, x ì y i z ì le coordinate di due dei punti, x,y,z le 
coordinate relativo del secondo rispetto al primo, , u t v % te 2 

le velocità di ciascuno parallele agli assi, u, v, w le velocità del 
secondo relativamente al primo. 

Allora x — x t — x t , u = w 2 — u, , 

y = Di-y\, 

z — z 2 — z t , iv = ic ì — tv, . 

Il secondo gruppo si può dedurre dal primo con la differenzia- 
zione rispetto a t. 

Ora, quando sono dati i movimenti attuali dei due punti, tutte 
le quantità con indici sono conosciute. Quindi le equazioni pre- 
cedenti danno le circostanze del movimento relativo. 

0 pure se si conosce il movimento attuale del primo punto, 
cd il movimento relativo del secondo intorno ad esso, abbiamo 
xyz, uvw, x,y,z, , u\v,u\, per trovare le altre sci quantità ebe si 
riferiscono al movimento attuale del secondo punto nello spazio. • 

Una seconda differenziazione dimostra ciò che si disse nel- 
l’Art. 26 riguardo all’accelerazione relativa. 

32. Se il movimento di un punto in un piano si considera in 
relazione ad un punto fisso in quel piano, la ragione dell’accre- 
scimenlo dell’angolo compreso dalla linea che congiunge i due 
punti, con una linea fissa nel piano, si chiama la Velocità ango- 
lare del primo punto intorno al secondo. L’unità di velocità an- 
golare corrisponde alla descrizione di un arco eguale al raggio 
nell’unità di tempo. 

Supponiamo che il suddetto angolo sia rappresentato da 0 al 
tempo t\ allora al tempo t + 8t esso ha il valore 0 + 60, e si può 
dimostrare come precedontemente (Art. 7), che se io rappresenta 
la velocità angolare richiesta, allora 

d0 

“ ~ di' 

Es. Un punto si muove uniformemente con velocità v, in una 
linea retta; trovare ad ogni istante la sua velocità angolare in- 
torno ad un punto fisso di cui la distanza dalla linea retta è a. 

Prendendo come linea iniziale la perpendicolare dal punto fisso 
sulla linea del movimento; l’equazione polare della traiettoria è 

r~a secO. 
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Inoltre, se 0=0, quando /=0, abbiamo 
r senO — vt. 

Quindi, a tan 0 = vt, 

, <70 va va 

10 dt a 1 + v i l ì r 2 ’ 

33. Un punto descrìve un cerchio con velocità uniforme ; si cerca 
la velocità attuale, e la velocità angolare (intorno al centro ) in una 
proiezione ortografica. 

Sia ApA' un’ellisse ed APA' il circolo ausiliario. Allora la 



prima sarà la proiezione ortografica se il rapporto dei suoi assi 
è eguale al coseno dell’angolo (a) tra i piani di proiezione. Inol- 
tre se PpM è perpendicolare ad A A', Pop saranno punti coitì- 
spondenti nelle due curve. Si tirino le tangenti pT, P'T\ allora 


velocità attuale in p pT 
- - — ~p = e se TOP = 0, 

velocità in p */(PT 2 sen 2 0 + PT 2 cos 2 0 cos 2 a) 

P" PT 

= ^/(sen 2 0 + cos 2 0 cos 2 a) 

= — sen 2 a cos 2 0). 

* velocità angolare in p do 
Ora , se TOp = <?, — - - - D -~- - — ^ = -A 

d 

= — tan 1 (cos a tan 0) 


cosa 

cos 2 0 cos 2 a sen 2 0 


cosa 

1 — sen 2 a sen 2 0 
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Questo è un massimo se 9 = ^ , quando il suo valore è seca, 

minimo. . . =0 cosa. 

Quindi, se io, ed io 2 sono la massima e la minima velocità an- 
golare nella proiezione, 

\/(io, Wj) è la velocità angolare nella traiettoria primitiva. 

34. Evidentemente, il jjrodotto del raggio vettore per la velocità 
angolare è la velocità perpendicolaro al raggio vettore. Questa 
sta all’ intera velocità come la perpendicolare sulla tangente sta 
al raggio vettore; e quindi il prodotto del quadrato del raggio 
vettore per la velocità angolare è eguale al prodotto dell’ intera 
velocità per la perpendicolare sulla tangente, cioè, al momento 
della velocità rispetto al polo, Art. 24, (}). 

35. La ragione dell’ accrescimento o della diminuzione della 
velocità angolare, quando è variabile, si chiama X Accelerazione 
angolare , e si misura relativamente alla stessa unità di angolo. 

36. Il movimento di impunto in un piano essendo dato ri- 
spetto ad assi fissi, investigare le espressioni per la sua velocità 
ed accelerazione relativa lui assi nello stesso piano , che rotano 
intorno ad un origine comune co-n uniforme velocità angolare. 

Sia io questa velocità angolare, allora, se al tempo < = 0 gli 
assi fissi ed i rotanti coincidono, al tempo t essi saranno incli- 
nati tra loro sotto un angolo tot. Quindi, se x, y, sono le 
coordinate del punto al tempo t, riferito agli assi fissi ed ai ro- 
tanti rispettivamente, abbiamo per le forinole ordinarie della tra- 
sformazione delle coordinate 

\ = x cos io/ + y sen tot 

= y cos tot — x sen tot 

Queste danno, con la differenziazione, 
de dx . dy 

-r- = — cos tot -r -- sen tot — io (x sen tot — y cos io/) 
dt dt dt 

dx , dy 

— — cos io/ -f — sen io/ + io/ 

dt dt 

Similmente, ^ = ~ cos io/ — ^ sen io/ — io!; 

dt dt dt 

le quali determinano le velocità relative agli assi rotanti. 
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Inoltre, 

(PZ d-x J d 2 y . n (dx dy \ 

-r-f = -r-rcosiot+^sentoi— 2ul — seninZ — -costo* )-io 2 £ 
dt* fl< 2 «c- \rf< «Z / 

fZ 2 ?i (Z 3 « cZ*x , _ (dy dx \ . 

J = ^-cos b)<— — senu<— 2to senwt+^ccs tot j-to 2 /, 


<Z 2 £ <? 2 .r d 2 w , „ dfì 

o -rjf = T^-eoswt+- 7 ^-senwt + 2(o— +t>) 2 ? 

dt* di 1 dt* dt 

d*yì d*y d*x d’i , 

5F = 5p 'o' - 5f - 2 " 5? + ’ 


... (3'), 


le accelerazioni relative. 

Ora le accelerazioni componenti secondo gli assi fissi, con i 
quali al tempo t coincidono gli assi mobili, sono evidentemente 
rappresentate dai primi due termini dei secondi membri di que- 
ste equazioni; o, in termini dello coordinate rispetto agli assi 
mobili, da 


d'i 2 dri 
— -2io--io «, 


§ + 2,og-(0 2 ,....(4). 


Es. Se il punto ò in quiete, x ed y sono costanti, e 


di 

dt 


= w>3, 


dt 


= ~ui- 


Inoltre 


Vi 

dt* 


-■ - , 


dh J 


Queste espressioni sono ovvie, poiché in questo caso il movi- 
mento relativo del punto rispetto agli assi mobili è un movi- 
mento circolare uniforme intorno all’ origine, nella direzione ne- 
gativa, cioè dell’asse delle >j a quello delle 


37. Si supponga che i nuovi assi non rotino uniformemente. 
In questo caso l’ investigazione è precisamente la stessa come 
nel precedente, con l’eccezione che 0, una data funzione di t, si 
deve sostituire per tot. Se io, ora non più costante, si pone per 
dO 

—, lo studente non incontrerà alcuna difficoltà nel verificare le 
dt 

espressioni seguenti, le quali prendono il posto di (2), (3') e (4) 

34 
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de. dx , di) . 

= ~tt cos 0 + -y- sen 0 + ior t 

dt dt dt 

dr, dy , dx , 

«< dt dt 

<P\ d'-x . d i y . „ dr, dw 

s?=;® cos#+ 5? sen0 + “ ? + 2 “S *li n 

d 2 n . d 2 # . , „ dZ dio „ 

,f = sii “» 11 - si? se " 9 + "'i 


( 2 ,), 


( 3 /)- 


d*5 , e 1 d . d 2 r ] , 1 d . . 


Queste espressioni si potrebbero dedurre immediatamente 
dalle espressioni nell’ Art. 16, con la considerazione delle acce- 
lerazioni relative come nell’ Art. 26. Siano OM—%, MP = r\, le 
coordinate del punto riferito agli assi mobili. Allora, per l’Art. 
16, l’accelerazione di M secondo OM è 


d 2 £ 

— - — io 2 S. 
dt* - 


Inoltre, siccome MP gira con la velocità angolare io, l’acce- 
lerazione di P relativa ad ilf nella direzione perpendicolare ad 
MP, è 


1 d , 


Questa è nella direzione della parte negativa dell’asse delle \ . 
Quindi la parte risoluta parallela ad 0 \ , dell’accelerazione re- 
lativa di P rispetto ad 0, è 


d 2 £ 

dt 2 




38. I principii già enunciati, e gli esempii dati della loro ap- 
plicazione, saranno sufficienti per la soluzione dei problemi su 
questa parte del soggetto. 

Altri esempii dell’applicazione di questi principii saranno più 
appropriatamente introdotti nei capitoli seguenti. 
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ESEMPII. 

1. Un punto si muove in una data traiettoria partendo dalla 
quiete, e la sua velocità ad ogni istante è proporzionale al tempo 
scorso dal principio del suo movimento; trovare lo spazio de- 
scritto in un dato tempo. 

2 . Se un punto incomincia a muoversi con velocità v, e ad e- 
guali intervalli di tempo si comunica ad esso una velocità m nella 
stessa direzione; trovare lo spazio descritto in« di tali intervalli. 

3. Un uomo alto sei piedi cammina in una linea retta alla ra- 
gione di quattro miglia ad ora allontanandosi da una lampada 
da strada, l’altezza della quale è 10 piedi; supponendo che l'uomo 
parta dal posto della lampada, trovare la ragione secondo la 
quale si muove l’estremità della sua ombra, ed anche la ragione 
secondo la quale l’ estremità della sua ombra si allontana da lui. 

4. Se la posizione di un punto mobile in un piano è determi- 
nata dalle coordinate p e o, p essendo misurato da un circolo 
fisso (di raggio a ) lungo una tangente che ha girato per un an- 
golo 9 a partire da una tangente fissa; investigare le espressioni 
seguenti per le accelerazioni secondo e perpendicolarmente a p 
rispettivamente, 



5. Dimostrare che non è possibile per un punto di muoversi 
in modo che la sua velocità in ogni posizione sia proporzionalo 
allo spazio che essa ha descritto partendo dalla quiete: inoltre 
che se la sua velocità è proporzionale allo spazio che esso deve 
descrivere, comunque piccolo, esso non lo percorrerà mai. 

6 . La velocità di un punto parallela a ciascuno di tre assi ret- 
tangolari è proporzionale al prodotto delle altre due coordinate; 
quali sono le equazioni della traiettoria, c quale è il tempo per de- 
scriverne una data porzione quando la curva passa per l’ origine'* 

7. Un punto si muove in un piano, le sue velocità parallele 
agli assi delle xedj sono 

u + ey e v + zx rispettivamente, 
mostrare che esso si muove in una sezione conica. 

8 . Due punti si muovono con velocità uniforme in due linee 
rette, in un piano, 2 ° nello spazio; dato le circostanze inizia- 
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li, trovare quando essi saranno alla minima distanza tra loro. 
Mostrare ancora che in ambidue i casi la traiettoria relativa è 
una linea retta, descritta con velocità uniforme. 

9. Più punti si muovono con velocità uniforme in linee rette 
nello spazio; determinare il movimento del loro centro comune 
d’inerzia. (Art. 52). 

10. Una palla da cannone si muove in una direzione che fa un 
.angolo acuto 0 con la linea tirata dalla palla ad un osservatore; 
se Fè la velocità del suono, ed nV quella della palla, dimostrare 
che il sibilo della palla in differenti punti del suo corso si udirà 
nell’ordine nel quale esso è prodotto, o nell’ordine inverso, se- 
condo che n < o > secO. 

1 1 . Un elemento lanciato con una velocità u, è sollecitato da 
una forza, la quale produce un’ accelerazione costante f, nel piano 
del movimento, inclinata sotto un angolo costante a alla dire- 
zione del moto. Ottenere l’equazione intrinseca della ourva de- 
scritta, e mostrare che l’elemento si muoverà nella direzione op- 
posta a quella di proiezione al tempo 


u 

/"cosa 


(e 


, 1 C col 1 


- 1 ). 


12. Mostrare che ogni movimento infinitamente piccolo im- 
presso ad una figura piana nel suo proprio piano è equivalente 
ad una rotazione per un angolo infinitamente piccolo intorno ad 
un certo punto nella figura. 

13. Il punto più alto della ruota di una carrozza che rotola 
sopra una strada ha una velocità doppia di quella di ciascuno 
dei due punti dell’orlo la di cui distanza dal suolo è la metà del 
raggio della ruota. 

14. Una verga di data lunghezza si muove con le sue estre- 
mità in due date linee che s’intersegano; mostrare in qual modo 
tirare una tangente alla traiettoria descritta da un punto qua- 
lunque della verga. 

15. Investigare la posizione del centro istantaneo intorno al 
quale la verga gira, ed applicare questo ancora a risolvere la 
questione precedente. 

16. Un circolo rotola sopra un altro il di cui centro è fisso. Dalle 
posizioni iniziale e finale di un diametro in ciascuno determinare 
quali porzioni delle loro circonferenze sono state a contatto. 

17. Un punto descrive il diametro AB di un circolo con velo- 
cità uniforme, ed un altro la semicirconferenza AB dalla quiete 
con accelerazione tangenziale uniforme; essi partono insieme da 
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A ed arrivano insieme in B\ mostrare che le velocità in i) stanno 
óome r : 1 . 

18. Determinare la traiettoria di un punto P che continua- 
mente, con velocità uniforme m, si muove verso un altro punto 
Q , il quale descrive una linea retta con velocità uniforme v. Tro- 

V 

vare nel caso di - < 1 la lunghezza del tempo finché P rasr- 
u ° 

giunge Q. 

19. Un battello, spinto (relativamente all’acqua) con velocità 
uniforme «, parte da un punto A nel lido di un fiume che corre 
con velocità v parallela a Qx, e tende continuamente al punto Q, 
sull’altro lido, direttamente opposto ad A ; determinare la sua 
traiettoria. Trovare la massima distanza alla quale il battello è 
trascinato dalla corrente, e mostrare che quando esso è in quella 
posizione la sua velocità è ^(u* — p 2 ). 

Quando u=v, mostrare direttamente che la curva descritta è 
una parabola. 

20. Nella quistione 18 mostrare che se p è il raggio di curva- 

uPQ"- 

tura della traiettoria si ha p = — — — in cui l'M è la distanzadi * 

1 vPM 

P dalla retta percorsa dal punto Q. 

21 . Nel caso di un battello spinto con velocità u relativamente 
all’acqua in un fiume che corre con velocità v, mostrare che il 
battello passa da un dato punto ad un altro nel miniano tempo 
possibile quando la sua traiettoria attuale è una linea retta. 

22. La velocità di un fiume varia come la distanza dal lido più 
vicino; mostrare che un uomo il quale cerca di nuotare diretta- 
mente a traverso descriverà due semi-parabole. (Mostrare che la 
sunnormale è costante). Trovare di quanto la velocità media è 
accresciuta. 

23. Un punto si muove unifoiunemente in un circolo; trovare 
un’ espressione per la sua velocità angolare intorno ad un punto 
qualunque nel piano del circolo. 

24. Se la velocità di un punto che si muove in una curva piana 
varia come il raggio di curvatura, mostrare che la direzione del 
movimento gira con velocità angolare uniforme. 

25. Due ruote a gomito rotolano insieme; essendo data la ve- 
locità angolare della prima ruota e le inclinazioni degli assi dei 
coni, trovare i loro angoli verticali affinché la seconda giri con 
data velocità angolare. 

26. Supponendo che la Terra e Venere descrivano nello stesso 
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piano circoli intorno al Sole come centro - , investigare un’ espres- 
sione per la velocità angolare della Terra intorno a Venere in 
ogni posizione, le velocità attuali essendo inversamente come le 
radici quadrate delle loro distanze dal Sole. 

27. Un elemento che si muove uniformemente intorno alla 
base circolare di un cono obliquo è proiettato per mezzo delle 
linee generatrici sopra una sezione succontraria - , trovare la sua 
velocità angolare intorno al centro di questa. 

28. Se 5, >) dinotano le coordinate di un punto mobile riferito 
a due assi, uno dei quali è fisso e l’altro gira con velocità ango- 
lare uniforme io, dimostrare che le sue accelerazioni componenti 
parallele a questi assi sono 

<n „ m 

3F" 2 B coseni jJ, 

7/2 — + 2 io fot io < 

dr dt 


29. Due linee si muovono nel loro proprio piano intorno al 
loro punto d' intersezione con velocità angolari uniformi io, io'; 
se le coordinate di un punto mobile riferito ad esse sono x, y ad 
un tempo t, dimostrare che le suo accelerazioni parallelo agli 
assi sono 


d*x » « , , , , . dx „ , , , (h) 

— i »\e - 2io cot (io - io) t — — 2w cosec (io - io) t — 


d*y 
dt 2 


- io 2 # - 2io cosec (to' 


io) t —— — 2io' cot (io' — io) t . 

(it " ut 


80. Impiegare le formole dell’ Art. 30 por tracciare approssi- 
mativamente la forma della traiettoria di C intorno ad A, quan- 
do in è prossimamente, ma non esattamente, eguale a +n o a —n. 

31. Se un numero dispari n di verghe OA ìt A t A t , A t A 3 , ... 

di cui le lunghezze sono a, g,...-, sono unite a cerniera in 

2 ó fi 

A i ,A ì ,...e girano con accelerazioni angolari uniformi a, 2a, 
3«, ...«a, intorno alle loro estremità OA, A 2 , ...A n _ t , mostrare 
che la direzione del movimento del punto A n ad un tempo qua- 
lunque è perpendicolare alla direzione della verga media; il movi- 
mento incominciando dalla quiete con le verghe in una linea retta. 

32. Un uomo è in un battello, su di un fiume, ad una distanza 
a dal lido, e b da una caduta d’ acqua a prua. Se la velocità della 
corrente è V, dimostrare che egli non può evitare la caduta a 

meno che non possa remare con una velocità F; e clic nel 
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caso egli possa remare appunto con questo passo, la direzione 
nella quale egli deve remare è ad angoli retti alla linea che con- 
giunge la sua posizione col punto del lido opposto alla cascata. 
Trovare ancora la direzione nella quale egli avrebbe la minima 
distanza a remare per giungere al lido, supponendo la sua velo- 
cità maggiore di questo minimo. 

33. Se un punto si muove in una ipocicloide con velocità «; e 
v, V rappresentano le velocità del centro di curvatura e del cen- 
tro del circolo generatore corrispondente alla posizione del pun- 
to, dimostrare che 

u 2 v 2 _ 4F* 

(c — b )* (c + b) 2 ~ (fi — 6)* ’ 

c essendo la distanza tra i centri dei circoli generatori, e b il 
raggio del circolo mobile. 

34. N elementi sono disposti equabilmente lungo la circonfe- 
renza di un circolo di raggio a; ciascuno si muove continuamente 
verso il seguente in ordine con una velocità costante v\ mostrare 
che essi arriveranno insieme al centro del circolo nel tempo 

a n 

-cosec— . 

v N 

35. Un punto P si muove con velocità uniforme in un circo- 
lo. Q è un punto nello stesso raggio alla distanza doppia dal 
centro, Pii è la tangente in P eguale all’ arco descritto da P dal 
principio del movimento: mostrare che l’ accelerazione del punto 
E è rappresentata in direzione e grandezza da EQ. 

36. Se un punto si muove in un’orbita in modo che l’area de- 
scritta in ogni tempo dal raggio di curvatura sia proporzionale 
a quel tempo, dimostrare che la direzione dell’ accelerazione del 
punto è perpendicolare alla linea che congiunge il punto al cen- 
tro corrispondente di curvatura dell’evoluta, eia sua grandezza 
(F) è data dall’equazione 



in cui u è l’indice di curvatura del punto, e c è il doppio dell’a- 
rea descritta in una unità di tempo. 

37. Un piano si muove intorno ad un asse perpendicolare ad 
esso, ed un punto si muove in una data curva tracciata sul piano; 
in una posizione qualunque w è la velocità angolare del piano, v 
la velocità dell’elemento relativa al piano, r la sua distanza dal- 
l’asse, p la perpendicolare sulla tangente, s l’arco descritto lungo 
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il piano; dimostrare che l' accelerazione secondo la tangente della 
curva è 



— wV 


dr 

ds 


38. Un elemento si muove sopra una superficie: v, v' sono le 
componenti della sua velocità secondo le linee di curvatura, p , p' 
i raggi principali di curvatura; dimostrare che l’accelerazione 

v * v t 

secondo la normale alla superficie = 1 — r. 

P P 


39. L’equazione intrinseca di una curva essendo s = /’(©), la 
curva è descritta da un punto con le accelerazioni X,3f parallele 
alla tangente ed alla normale nel punto pel quale cp = 0; dimo- 
strare che , 


cos tp 




f"( c) 

+ 'j — ■ (U cos ? - X sen <?) = 0 . 

40. Ottenere lo espressioni delle accelerazioni di un punto 
mobile di cui le coordinate sono r, 0, <p, (1) nella direzione di r, 
(2) nella direzione perpendicolare al raggio vettore e nel piano 
di 0, (3) nella direzione perpendicolare al piano di 0. 

41. Un punto descrive un rombo di vento sopra una sfera in 
modo tale che la sua longitudine cresce uniformemente; dimo- 
strare che l’ accelerazione risultante varia come il coseno della 
latitudine, e che la sua direzione fa con la normale un angolo 
eguale alla latitudine. 

42. Un foglio piano rigido è privato per mezzo di guida-pezzi 
di ogni libertà di movimento eccetto parallelamente ad una linea 
fissa nel piano. Se esso è posto in moto dall’ estremità di un ago, 
che descrive una data linea in un dato modo ed opera in una 
traccia di data forma tagliata nel foglio, formare l’equazione del 
movimento rettilineo del foglio. 

43. Investigare completamente i casi dell’ Esempio 42 quando 


(«) la traccia è rettilinea, 


(b) la traccia è un arco di circolo, 
il movimento dell’ago essendo circolare ed uniforme. 


Digitized by Google 



LEGGI DEL MOTO. 


273 


CAPITOLO II. 

Leggi del Moto. 

39. Nel capitolo precedente avendo considerato brevemente le . 
pure proprietà geometriche del movimento di un punto o ele- 
mento, dobbiamo ora trattare delle cause che producono varie 
circostanze del moto; e delle leggi sperimentali, sulla supposta 
verità delle quali si fondano tutte le nostre seguenti investiga- 
zioni. Ed è chiaro che ora introduciamo per la prima volta le 
idee di Materia, e di Forza. 

Incominciamo con alcune definizioni e spiegazioni, necessarie 
per la completa enunciazione delle Leggi di Newton e delle loro 
conseguenze. 

40. La Quantità di Materia in un corpo, o la Massa di un 
corpo, è proporzionale al Volume ed alla Densità insieme. La 
Densità si può definire perciò come la quantità di materia nell’u- 
nità di volume. 

Se M ò la massa, p la densità, e V il volume, di un corpo 
omogeneo, abbiamo immediatamente 

M= Fp ; 

se prendiamo le nostre unità in modo che l’ unità di massa sia 
la massa dell’ unità di volume di un corpo dell’ unità di densità. 

Se la densità varia da punto a punto, abbiamo, naturalmente, 

M=[JjpdV. 

41. Un Elemento di materia si suppone essere così piccolo, che 
sebbene ritenga le sue proprietà materiali, esso può essere trat- 
tato per quanto concerne le sue coordinate, etc. come un punto 
geometrico. 

42. La Quantità di Moto di un corpo in movimento è propor- 
zionale alla sua massa ed alla velocità insieme. 

Quindi, se prendiamo come unità di quantità di moto la quan- 
tità di moto di un’unità di massa che si muove con l’unità di ve- 
locità, la quantità di moto di una massa M che si muove con ve- 
locità v è Mv. 

35 
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43. Il Cambiamento della Quantità di Moto è proporzionale 
alla massa in movimento ed al cambiamento della sua velocità 
insieme. 

Il cambiamento di velocità si deve intendere nel senso gene- 
rale dell’ Art. 10. Cosi, con la notazione di quell’articolo, se una 
velocità rappresentata da DA si cambia in un’altra rappresen- 
tata da 00, il cambiamento di velocità è rappresentato in gran- 
dezza e direzione da AC. 


44. La Bugiane del Cambiamento della Quantità di Moto, o 
l’Accelerazione della Quantità di Moto, è proporzionale alla massa 
in movimento ed all’accelerazione della sua velocità insieme. 
Cosi (Art. 17) l’accelerazione della quantità di moto di un elo- 

' d i s 

mento che si muove in una curva è M— secondo la tangente, 
ed M — nel raggio di curvatura assoluta. 

45. La Forza Viva, o Energia Cinetica, di un corpo in movi- 
mento è proporzionale alla massa ed al quadrato della velocità 
insieme. Se adottiamo le stesse unità di massa e di velocità co- 
me sopra, vi è particolare vantaggio nel definire l’energia cine- 
tica come la metà del prodotto della massa pel quadrato della 
sua velocità. 


46. La Bagione del Cambiamento dell’ Energia Cinetica (quan- 
do è definita come sopra) è il prodotto della velocità per la com- 
ponente dell’accelerazione della quantità di moto nella direzione 
del movimento. 



47. La materia ha in sè la potenza di resistere alle influenze 
esterne, così che ogni corpo, finché può, rimane in quiete, o 
si muove uniformemente in una linea retta. 

Questa, l 'Inerzia della materia, è proporzionale alla quantità 
di materia nel corpo. Ne segue che si richiede qualche causa por 
turbare l’uniformità del moto di un corpo, o per cambiare la sua 
direzione dal naturale cammino rettilineo. 


48. Forza impressa, o semplicemente Forza, è ogni causa 
che tende ad alterare lo stato naturale di un corpo, di quiete, o 
di moto uniforme in una linea retta. 

I tre elementi che specificano una forza, o i tre elementi che 
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debbono essere conosciuti, prima che si possa acquistare una 
chiara nozione della forza che si considera, sono, il suo punto di 
applicazione, la sua direzione, e la sua grandezza. 

49. La Misura di una Forza è la quantità di moto che essa 
produce nell’unità di tempo. Secondo questo modo di misura, 
l’unità di forza è quella forza che, agendo sull’ unità di materia 
durante l' unità di tempo, genera V unità di velocità, 

50. Le forze (siccome esse hanno solamente direzione e gran- 
dezza) si possono rappresentare, come le velocità, con linee l'ette 
nelle loro direzioni, e di lunghezze proporzionali alle loro gran- 
dezze, rispettivamente. 

Inoltre le leggi della composizione di un numero qualunque 
di forze agenti sullo stesso punto, sono, come fra poco mostre- 
-remo, Art. 61, le stesse di quelle che abbiamo già dimostrato 
valere per le velocità; sicché, con la sostituzione di forza per ve- 
locità, l’Art. 10 è ancora vero. 

51. La Componente di una forza in una direzione, talvolta 
chiamata la Componente effettiva in quella direzione, si trova 
perciò moltiplicando la grandezza della forza per il coseno del- 
l’ angolo tra le direzioni della forza e della componente. La ri- 
manente componente in questo caso è perpendicolare all' altra. 

Generalmente è molto conveniente di risolvere le forze in com- 
ponenti parallele a tre linee ad angoli retti tra loro; ciascuna di 
queste risoluzioni essendo effettuata moltiplicando per il coseno 
dell’angolo corrispondente. 

La grandezza della risultante di due, o di tre forze in dire- 
zioni ad angoli retti tra loro, è la radice quadrata della somma 
dei loro quadrati. 

52. Il Centro d’ Inerzia o di Massa di un sistema qualunque 
di punti materiali (o rigidamente connessi tra loro, o connessi 
in un modo qualunque, o del tutto staccati) è un punto di cui la 
distanza da ogni piano è eguale alla somma dei prodotti di cia- 
scuna massa per la sua distanza dallo stesso piano divisa per la 
somma delle masse. 

La distanza dal piano delle yz, del centro d’inerzia delle masse 
«»,, Wj, etc., è perciò i 

, m.x. -f + etc. Xmx 

x — — — — ■ — — — . 

m t + «i 2 -f- etc. itti 

E similmente per le altre coordinate. 
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Quindi la sua distanza dal piano 

8 = \x +■ y.y + vz — a = 0, 
è D = Xx'4 ■ y.y'+vz' — a, 

I | m (kx + py + VZ — a) \ I(*»6) 


Ir» 


Ir» 


come si è stabilito sopra. E la sua velocità perpendicolare a quol 
piano è 


dD 1 _ ( /, dx dy de\\ 

Ut ~ luì 1 ( ,W Vdt + ^ Tt + V Tt)) ~ 


£ (™l) 


Ir» 


dalla quale, moltiplicando per Ir», e notando cbe 8 è la distanza 
di x, y, z da ò=0, vediamo che la somma dello quantità di moto 
delle parti del sistema in una direzione qualunque è eguale alla 
quantità di moto in quella direzione dell’intera massa riunita 
nel centro d’inerzia. 


53. Introducendo, nella definizione del momento della velocità 
(Art. 21), la massa del corpo in movimento come fattore, abbia- 
mo un elemento importante della dinamica, il Momento delia 
Quantità di Moto. 

54. Una forza si dice che fa Lavoro se essa muove il corpo al 
quale è applicata, ed il lavoro fatto si misura con la resistenza 
vinta, e lo spazio lungo il quale essa è vinta, insieme. 

Così, nell’ alzare dei carboni da una miniera, l’ammontare del 
lavoro fatto è proporzionale al peso dei carboni alzati; cioè, alla 
forza vinta nell’ alzarli; ed-anche all’ altezza lungo la quale essi 
sono stati alzati. Nelle misure puramente scientifiche, l’unità di 
1 avoro è l’ unità di forza cinetica (Art. 49) agente per l’ unità di 
spazio. 

So il peso è alzato obbliquamente, come, per esempio, lungo 
un piano inclinato levigato, lo spazio lungo il quale la forza devo 
essere vinta è aumentato nel rapporto della lunghezza all’altezza 
del piano; però la forza da vincere non è l’intero peso, ma sola- 
mente la parte risoluta del peso parallela al piano; e questa è 
minore del peso nel rapporto dell’altezza del piano alla sua lun- 
ghezza. Moltiplicando queste due espressioni insieme, troviamo, 
come potevamo aspettarci, che l’ammontare del lavoro richiesto 
non si cambia sostituendo il cammino obliquo al verticale. 


‘ Digitized by Google 



LEGGI DEL MOTO. 


277 ' 


55. Generalmente, se s è un arco della traiettoria di un ele- 
mento, S la componente tangenziale delle forze applicate, il la- 
voro fatto sull’ elemento tra due punti qualunque della sua tra- 
iettoria è 

I Sds, 

preso tra i limiti corrispondenti alle posizioni iniziale e finale. 

Riferito a coordinate rettangolari, è facile vedere, jper la legge 
della risoluzione delle forze, Art. 61, che questo diviene 

/(4:+rf+4>- 


Così apparisce che, per una forza qualunque, il lavoro fatto 
durante uno s 2 K>stamento infinitamente piccolo del punto di ap- 
plicazione è il prodotto della parte risoluta della forza nella di- 
rezione dello spostamento per lo spostamento. 

Segue da ciò, che se il movimento di un corpo è sempre per- 
pendicolare alla direzione nella quale una forza agisce, una tale 
forza non fa lavoro. Cosi la pressione normale scambievole tra 
un corpo fisso ed uno mobile, la tensione del filo al quale è at- 
taccato un pendolo, l’attrazione del sole sopra un pianeta se il 
pianeta descrive un circolo col sole nel centro sono tutti casi 
nei quali la forza non fa alcun lavoro. 

In fatti la condizione geometrica affinchè la risultante di X , 
Y, Z sia perpendicolare a ds è 


ds cls ds 


= 0 


e questa fa svanire la precedente espressione del lavoro. 

56. Il lavoro fatto su di un corpo da una forza si mostra sem- 
pre per mezzo di un accrescimento corrispondente di forza viva, 
o energia cinetica, se nessuna altra forza agisce sul corpo che 
possa far lavoro o abbia fatto lavoro contro di essa. Se si fa la- 
voro contro alcune forze, l’ accrescimento di energia cinetica è 
minore di quello nel primo caso per quanto è l’ ammontare del 
lavoro cosi fatto. In virtù di questo, però, il corpo possiede un 
equivalente nella forma di Energia Potenziale, se le sue condi- 
zioni fisiche sono tali che queste forze agiranno egualmente, e 
nelle stesse^direzioni, se il movimento del sistema è invertito. 
Cosi può stare che non si produca alcun cambiamento di energia 
cinetica, ed il lavoro fatto può essere interamente conservato 
come energia potenziale. 
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Così un peso richiedo lavoro per essere portato ad un’altezza, 
una molla richiede lavoro per essere piegata, l’aria richiede la- 
voro per essere compressa, etc.; ma un peso innalzato, una molla 
piegata, l’aria compressa, etc., sono magazzini di energia di cui 
si può far uso a piacere'. 

Essendo premesse queste definizioni, diamo le Leggi del Moto 
di Newton. 

57. Leggìi I. Ogni corpo continua nel suo stato di quiete o di 
moto uniforme in linea retta, sino a che non sia costretto da forze 
impresse a cambiare quello stato. 

Possiamo logicamente convertire l’ asserzione della prima leg- 
ge del moto rispetto alla velocità nella seguente proposizione. 

I tempi durante i quali un corpo particolare qualunque, non 
sollecitato da forza ad alterare la prestezza del suo movimento, 
percorre spazii eguali, sono eguali. Ed, ancora: Ogni altro corpo 
nell’universo, non sollecitato da forza ad alterare la prestezza 
del suo movimento, percorre spazii eguali in intervalli succes- 
sivi, durante i quali il corpo particolare scelto percorre spazii 
eguali. 

58. La prima parte esprime semplicemente la convenzione ge- 
neralmente adottata per la misura del Tempo. La terra, nella 
sua rotazione intorno al suo asse, ci presenta un caso di movi- 
mento nel quale la condizione di non essere sollecitato da forza 
ad alterare la sua prestezza, ò più prossimamente soddisfatta che 
in ogni altro che potessimo facilmente o accuratamente osserva- 
re. Quindi la misura numerica del tempo si fonda praticamente 
nel definire gli eguali intervalli di tempo, corno tempi durante i 
quali la terra gira per angoli eguali. Questa è, naturalmente, 
una pura convenzione, e non una leggo di natura; e, come ora 
lo vediamo, è una parte della prima legge di Newton. 

II rimanente della legge non è una convenzione, ma una gran- 
de verità naturale, che possiamo illustrare con i casi semplici e 
triviali del pari che con i più grandi fenomeni che si possono 
concepire. 

59. Legge II. Il cambiamento di molo è proporzionale alla 
forza impressa, ed ha luogo nella direzione della linea retta nella 
quale la forza agisce. ’ 

Abbiamo considerato il cambiamento di velocità, o l’ accelera- 
zione, come una quantità puramente geometrica, ed abbiamo ve- 
duto come essa si può dedurre immediatamente dallo velocità 
iniziale o finale di un corpo. Dalla definizione del moto, o quan- 
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tità di moto (Art. 42), vediamo che, se si moltiplica il cambia- 
mento di velocità, cosi geometricamente determinato, per la 
massa del corpo, abbiamo il cambiamento di moto (Art. 43) a 
cui si allude nella legge di Newton, come la misura della forza 
che lo produce. 

Si deve notare particolarmente, che in questa proposizione 
nulla è detto intorno al moto attuale del corpo piuma che su di 
esso agisca la forza: è solamente il cambiamento del moto che ci 
riguarda. Cosi la stessa forza produrrà precisamente lo stesso 
cambiamento di moto in un corpo, sia il corpo in riposo, o in 
movimento con una velocità qualunque. 

60. Ancora, si deve notare che nulla è detto se il corpo sia 
sotto l’ azione di una forza solamente; sicché possiamo logica- 
mente porre parte della seconda legge nella seguente forma (ap- 
parentemente) amplificata. 

Quando delle forze qualunque agiscono sopra un corpo, allora 
sia il corpo primitivamente in riposo o in movimento con una 
velocità ed in una direzione qualunque, ciascuna forza produce 
nel corpo l’esatto cambiamento di moto che avrebbe prodotto se 
essa avesse agito isolatamente sul corpo primitivamente in quiete. 

61. Una conseguenza importante segue immediatamento da 
questo aspetto della seconda legge. Siccome le forze sono misu- 
rate dai cambiamenti di moto che esse producono, e le loro dire- 
zioni sono assegnate dalle direzioni nelle quali questi cambia- 
menti sono prodotti; e siccome i cambiamenti d.i moto di uno 
stesso corpo sono nelle direzioni dei cambiamenti di velocità, e 
proporzionali ad essi, una forza sola misurata dal cambiamento 
risultante della velocità, e nella sua direzione, sarà l'equivalente 
di un numero qualunque di forze agenti simultaneamente. Quindi 

Jba risultante di un numero qualunque di forze ( applicate ad 
un punto) si trova con lo stesso procedimento geometrico come la 
risultante di un numero qualunque di velocità simultanee. 

Da ciò segue immediatamente (Art. 10) la costruzione del Pa- 
rallelogrammo delle Forze per trovare la risultante di due forze 
agenti nello stesso punto, e del Poligono delle Forze per la ri- 
sultante di un numero qualunque di forze agenti in un punto. 
E, per quanto concerne un solo elemento, abbiamo immediata- 
mente l’ intero soggetto della Statica. 

62. La seconda legge ci dà i mezzi di misurare la forza, ed 
anche di misurare la massa di un corpo. 
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Infatti, se si considerano le azioni di vario forze sullo stesso 
corpo per tempi eguali, abbiamo evidentemente cambiamenti di 
velocità prodotti, i quali sono proporzionali alle forze. I cam- 
biamenti di velocità, quindi, ci danno in questo caso i mezzi per 
paragonare le grandezze delle diverse forze. Così le velocità ac- 
quistate in un secondo dalla stessa massa (cadendo liberamente) 
in differenti luoghi della superficie terrestre, ci danno i valori 
relativi dell’ attrazione della terra in quei luoghi. 

Ancora, se forze eguali si esercitano sopra diversi corpi, i 
cambiamenti di velocità prodotti in tempi eguali debbono essere 
• inversamente come le masse dei varii corpi. Questo è approssi- 
mativamente il caso, per esempio, con i treni di diversa lun- 
ghezza tirati dalla stessa locomotiva. 

Ancora, se troviamo un caso in cui diversi corpi, ciascuno sol- 
lecitato da una forza, acquistano nello stesso tempo lo stesso 
cambiamento di velocità, le forze debbono essere proporzionali 
alle masse dei corpi. Questo, quando si rimuove la resistenza 
dell’aria, è il caso dei corpi che cadono; e da esso conchiudiamo 
che il peso di un corpo in una data località , o la forza con la 
quale la terra lo attrae, è proporzionale alla sua massa. Questa 
è una parte importante della grande Legge della Gravitazione. 


G3. Apparisce, finalmente, da questa legge, che ogni teorema 
di Cinematica relativo all’accelerazione ha il suo corrispondente 
nella Cinetica. Così per esempio (Art. 18), vediamo che la forza, 
sotto l’ aziono della quale un elemento descrive una curva qua- 
lunque, si può risolvere in duo componenti, l’una nella tangente 
della curva, l’altra verso il centro di curvatura; le loro gran- 
dezze essendo l’ accelerazione della quantità di moto, ed il pro- 
dotto della quantità di moto per la velo'cità angolare intorno al 
centro di curvatura, rispettivamente. Nel caso del moto unifor- 
me, la prima di queste svanisce, o, l’intera forza è perpendico- 
lare alla direzione del moto. Quando non vi è alcuna forza per- 
pendicolare alla direzione del moto, non vi è curvatura, o la 
traiettoria è una linea retta. 

Quindi, se risolviamo le forze, agenti su di un elemento di 
massa m di cui le coordinate 9ono x, y, z, nello tro componenti 
rettangolari X, Y, Z\ abbiamo 


(Px 

’\T3= X ' 


d i y d 2 z 

m dP = 1 - m w 


Z. 


In alcuni dei capitoli seguenti questo equazioni saranno al- 
quanto semplificate prendendo l’ unità per la massa dell’ elemento 
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mobile. Quando ciò non si può fare, è alle volte conveniente di 
prendere X, Y, Z come le forze componenti sull' unità di massa, 
e l' equazioni precedenti diventano 


in ~jjr — niX, etc. ; 


dalle quali m naturalmente si può togliere. 

Se non vi è alcuna accelerazione, abbiamo evidentemente l’e- 
quilibrio tra le forze. Quindi le equazioni del movimento di un 
elemento si cambiano in quelle dell’ equilibrio ponendo 



etc. 


64. Per mezzo delle prime due leggi, siamo giunti ad una de- 
finizione e ad una misura della forza; ed abbiamo anche trovato 
come comporre, e perciò anche come risolvere, le forze; ed an- 
cora come investigare le condizioni di equilibrio o di movimento 
di un solo elemento assoggettato a date forze. Ma di più si ri- 
chiede prima che potessimo intendere completamente i casi più 
complessi di movimento, specialmente quelli nei quali abbiamo 
azióni scambievoli tra due o più forze; tali come, per esempio, 
attrazioni o pressioni o trasmissione di energia in forma qualun- 
que. Questo è supplito perfettamente dalla 


65. Legge III. Ad ogni azione vi è un’ eguale e contraria rea- 
zione: o sia, le azioni scambievoli di due corpi qualunque sono 
sempre eguali e direttamente opposte nella stessa linea retta. 

Se un corpo preme o trae un altro, esso è premuto o tratto da 
quest' altro con una forza eguale nella direzione opposta. Se uno 
preme una pietra col suo dito, il suo dito è premuto con una 
forza eguale nella direzione opposta dalla pietra. Un cavallo, ri- 
morchiando una barca in un canale, è strascinato indietro con 
una forza eguale a quella che esso imprime innanzi alla fune ri- 
morchiante. Di qualunque quantità, ed in qualunque direzione, 
sia cambiato il movimento di un corpo pel suo urto su di un al- 
tro, quest’altro corpo avrà il suo movimento cambiato della stessa 
quantità nella direzione opposta; poiché a ciascun istante durante 
l’urto essi esercitano l’uno sull’altro pressioni eguali ed oppo- 
ste. Quando nessuno dei due corpi ha una rotazione, prima o 
dopo l’urto, i cambiamenti di velocità che essi sperimentano 
sono inversamente come le loro masse. Quando un corpo attrae 
un altro a distanza, quest’ altro lo attrae con una forza eguale 
cd opposta. 

36 
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6G. Riterremo per ora come concesso, che l’azione- scambie- 
vole tra due elementi possa in ogni caso immaginarsi composta 
di forze eguali ed opposte nella linea retta che li congiunge. Se- 
gue da ciò che la somma delle quantità di moto, parallele ad una 
direzione fissa, degli elementi di un sistema che influiscono l’uno 
sull’ altro in qualunque modo possibile, rimane invariata dalla 
loro azione scambievole; e che la somma dei momenti delle quan- 
tità di moto di tutti gli elementi intorno ad una linea qualunque 
in una direzione fissa nello spazio, e condotta per un punto qua- 
lunque che si muove uniformemente in una linea retta in qua- 
lunque direzione, rimane costante. Dalla pi-ima di queste propo- 
sizioni deduciamo che il centro d’ inerzia di un sistema qualun- 
que di elementi che s’influenzano scambievolmente, se in movi- 
mento, continua a muoversi uniformemente in una linea retta, 
a meno che la direzione o la velocità del suo movimento non sia 
cambiata da forze che agiscono scambievolmente tra gli elementi 
ed altra materia non appartenente al sistema; inoltre che il cen- 
tro d’inerzia di un sistema qualunque di elementi si muove ap- 
punto come tutta la loro massa, se concentrata in un punto, si 
muoverebbe sotto l’ influenza di forze eguali e parallele alle forze 
che realmente agiscono sulle sue diverse parti. Dalla seconda 
deduciamo che l’ asse della rotazione risultante condotto pel cen- 
tro d’inerzia di un sistema qualunque di elementi, o per un punto 
qualunque sia in rùposo o in movimento uniforme in linea retta, 
rimane invariato in direzione, e la somma dei momenti delle 
quantità di moto intorno ad esso rimane costante se il sistema 
non esperimenta alcuna forza esteriore. (Questo principio è alle 
volte chiamato , molto impropriamente , Conservazione delle A ree ) . 
Questi risultati si dedurranno analiticamente nel Gap. XII. 

07. Ciò che precode è fondato sui commenti dello stesso New- 
ton alla sua terza legge, e le azioni e reazioni contemplate sono 
vere forze. Nello scolio aggiunto, egli stabilisce la seguente no- 
tevole proposizione, introducendo un'altra specificazione delle 
azioni e reazioni soggette alla sua terza lègge. 

Se V Azione di un agente è misurata dalla sua intensità e dalla 
sua velocità insieme; c se, similmente, la Reazione della resistenza 
è misurata dalle velocità delle sue diverse parti c dalle loro di- 
verse intensità insieme , sia che esse provengano da attrito, coe- 
sione, peso, o accelerazione; l'Azione eia Reazione, in tutte le 
combinazioni di macchine saranno eguali. 

08. Newton (jui accenna che le forze di resistenza contro l’ac- 
celerazione debbono calcolarsi come reazioni eguali ed opposte 
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alle azioni dalle quali è prodotta l’accelerazione. Cosi, se consi- 
deriamo un punto materiale qualunque di un sistema, la sua 
reazione contro l’accelerazione deve essere eguale ed opposta 
alla risultante delle forze che questo punto sperimenta, sia dalle 
azioni delle altre parti del sistema su di esso, o dall’ influenza di 
materia non appartenente al sistema. In altre parole, esso deve 
essere in equilibrio con queste forze. Quindi il concetto di New- 
ton equivale a questo, che tutte le forze del sistema, con le rea- 
zioni contro l’accelerazione dei punti materiali che lo compon- 
gono, formano gruppi di sistemi in equilibrio per questi punti 
considerati individualmente. Quindi, pel principio della sovra- 
posizione delle forze in equilibrio, tutte le forze agenti sopra i 
punti del sistema formano, con le reazioni contro l'accelerazione, 
un sistema di forze in equilibrio sull’ intero sistema. Questo è il 
celebre principio stabilito per la prima volta esplicitamente ed 
applicato molto utilmente da D’ Alembert nel 1742 ed ancora co- 
nosciuto dal suo nome. 

Newton nella proposizione testé citata pone, in un modo am- 
mirabilmente distinto e conciso, i fondamenti della teoria astratta 
dell’ Energia, che le recenti scoperte sperimentali hanno elevata 
alla posizione della più grande delle leggi fisiche conosciute. Egli 
accenna, però, solamente la sua applicazione alla meccanica. L’rt- 
zione dell’ agente, come egli la definisce, che è evidentemente 
equivalente al prodotto della componente effettiva della forza, 
per la velocità del punto sul quale essa agisce, è semplicemente 
nella moderna fraseologia, la ragione secondo la quale l'agente 
lavora. Pel soggetto che qui si tratta di misurare l' unità che è 
più generalmente conveniente è quella implicata nella definizione 
di Newton, cioè, la ragione di far lavoro in cui l’unità di ener- 
gia è prodotta nell’unità di tempo. 

69. Considerando le parole di Newton sotto questo aspetto, 
vediamo per l’Art. 46 che esse si possono logicamente conver- 
tire nella seguente forma. 

« Il lavoro fatto in un sistema di corpi (secondo Newton, nelle 
parti di una macchina) ha il suo equivalente nel lavoro fatto con- 
tro l’attrito, le forze molecolari, o la gravità, se non vi è alcuna 
accelerazione; ma se vi è accelerazione, parte del lavoi'o è ado- 
perato nel vincere la resistenza all’accelerazione, e l’energia ci- 
netica addizionale sviluppata è equivalente al lavoro così speso..) 

Quando parte del lavoro è fatto contro le forze molecolari, 
come nel piegare una molla, o contro la gravità, come nell’ in- 
nalzare un peso; il rinculare della molla, e la caduta del peso, 
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sono capaci, ud ogni epoca posteriore, di riprodurre il lavoro 
originalmente speso (Art. 56). Ma ai giorni di Newton, e lungo 
tempo dopo, si supponeva che si perdesse assolutamente lavoro 
per l’ attrito. 

70. Se un sistema di corpi, dati in riposo o in movimento, non 
è influenzato da forze esteriori, la somma delle energie cinetiche 
di tutte le sue parti è aumentata in ogni tempo di una quantità 
eguale al lavoro fatto in quel tempo dalle forze scambievoli , che 
possiamo immaginare agenti tra i suoi punti. Quando le linee 
nelle quali queste forze agiscono rimangono tutte invariate in 
lunghezza, le forze non fanno lavoro, e la somma delle energie 
cinetiche dell’intero sistema rimane costante. Se, da un’ altra 
parte, una di queste linee varia in lunghezza durante il moto, le 
forze scambievoli in essa faranno lavoro, o consumeranno lavoro, 
secondo che la distanza varia con o contro esse. 


71. L’esperimento ha mostrato che le forze scambievoli tra le 
parti di ogni sistema di corpi naturali fa sempre, o sempre con- 
suma, la stessa quantità di lavoro durante un moto qualunque, 
col quale il sistema può passare da una particolare configurazione 
ad un’altra:, sicché ciasdiina configurazione corrisponde ad una 
definita quantità di energia cinetica. Quindi nessuno ordinamento 
è possibile, nel quale si possa ottenere un guadagno di energia 
cinetica quando il sistema riprende la sua configurazione primi- 
tiva. In altri termini, « il Moto Perpetuo è impossibile. « 


72. L 'energia potenziale (Art. 56) di un tal sistema, nella con- 
figurazione che essa ha ad ogni istante, è la quantità di lavoro 
che le sue forze scambievoli fanno durante il passaggio del si- 
stema da una qualunque configurazione scelta alla configurazione 
che ha al tempo al quale si riferisce. E generalmente conveniente 
di fissare in modo la particolare configurazione, scelta per lo zero 
della valutazione dell’energia potenziale, che l’energia poten- 
ziale in ogni altra configurazione praticamente considerata sia 
positiva. 

Per porre ciò in una forma analitica, dobbiamo semplicemente 
notare che per quanto or ora si è detto, il valore di 



+ Y 




ds 


è indipendente dal cammino percorso dalla posizione iniziale alla 
finale, e quindi che 

H (Xdx + Ydy + Zdz) 
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è un differenziale esatto. Se, in accordo con quello che si è detto, 
questo si chiami — dV, V è l’energia potenziale, ed 



Inoltre, per la seconda legge del moto, se m è la massa di un 
elemento del sistema di cui le coordinate sono x, y , z, abbiamo 




d *- r < _ x 
~dF~ x ' ’ 


etc. = etc. 


e 


"( \dt dt * dt dt * ' dt dfì}\ 


dt 


= 2 (Xdx + Ydy + Zdz) = - dV. 

L' integrale è 

(»**) + 7= C, 

cioè, la somma dell’ energia cinetica e della potenziale è costante. 
Ciò è detto la Conservazione dell' Energia. 
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Moto rettilineo. 


73. Il caso più semplice del moto di un elemento che dobbiamo 
considerare è quello in linea retta. Questo può esserle prodotto 
dalla forza applicata agente ad ogni istante nella direzione del 
moto; o pure si può supporre che l' elemento sia costretto a muo- 
versi in una linea retta essendo rinchiuso in un tubo rettilineo 
di sezione infinitamente piccola. Come già si è menzionato, Art. 
G3 , supporremo in ogni caso che la massa dell’elemento sia l’unità. 


74. Un elemento si muove in una linea retta, sotto V azione di 
forze qualunque, di cui la risultante è in quella linea; determi- 
nare il movimento. 

Sia P la posizione dell’elemento al tempo t, f l’accelerazione 
risultante secondo OP, 0 essendo un punto fisso nella direzione 
del moto. 

Sia OP — .r, allora l’equazione del moto è 

<Px_ . 
dt * “ h 

In questa equazione f può essere data come una funzione di .r, 
dx 

di — , o di t, o di due qualunque tra esse o di tutte e tre com- 
dt 

binate; ma in ogni caso il primo ed il secondo integrale dell’ e- 

dx 

quazione (se essi si possono ottenere) daranno — ed* in termi- 
ni di t\ cioè, la posizione e la velocità dell’ elemento ad ogni i- 
stante saranno conosciute. 

Il solo di questi casi che ora considereremo è quello in cui f 
è data come una funzione di x\ quelli in cui f ò una funzione di 

—, o di ed x, essendo riservati per il Capitolo sul Movimento 
ic r ci v 

in un Mezzo resistente: mentre quelli in cui f contiene t esplici- 
tamente offrono poco interesse. 

La più semplice supposizione che possiamo fare è che f sia 
costante. 

75. Un elemento, spinto da un dato punto con una data velo- 
cità, è sollecitato da una forza costante nella linea del suo mo- 
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vimenlo; determinare la posizione e la velocità dell' elemento ad 
ogni tempo. 

Sia A la posizione iniziale dell’elemento, P la sua posizione 
al tempo t, v la sua velocità a quel tempo, ed f l’ accelerazione 
costante della sua velocità. Si prenda un punto qualunque fisso 
0 nella linea del movimento come origine, e sia OA—a, OP—x. 
L’equazione del moto è 

w* 

Integrando una volta, abbiamo 

§=»=/> +c , 

C essendo una costante da determinarsi con le circostanze ini- 
ziali del movimento. Supponiamo l’elemento spinto da A nella 
direzione positiva con velocità V, allora quando t — 0, v ~ P* 
quindi C = F, e 

dx 

v-V+fl (2). 


- di 

Integrando di nuovo 


x=C’ + Vt + f-. 

Ma quando t -0, x—a\ quindi G" — a , ed 

P 


x — a + Vt + f - 


(3). 


Le equazioni (2) e (3) danno la velocità e la posizione dell’c- 
lcmento in termini di t\ c la velocità si può determinare in ter- 
mini di x eliminando t tra esse: ma lo stesso risultato si otterrà 
* . . dx 

piii direltaniente moltiplicando (1) per — ed integrando. Ciò dà 
l’ equazione dell’ energia 

ìrn-4^- 

V* 


Ma quando x = a, v = F; quindi C" — fa , e 

ù 

V i 


nT =«- + «) 




76. Il caso più importante del moto dì un elemento sotto l’a- 
zione di una forza costante nella sua linea di movimento è quello 
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in cui la forza è la gravità. Infatti i pesi dei corpi ad una data 
latitudine si possono considerare costanti a piccole distanze al 
di sopra della superficie della Terra , e quindi se dinotiamo 
con g la misura cinetica dell’ attrazione terrestre, e consideriamo 
l’elemento spinto verticalmente in basso; lo equazioni (2), (3), 
(4) dell’ Art. 75 diventano 

v = V + gt 

x = a+Vt + \gt* 

... r < 

■sr = -5- + £(*-«) 

éJ U 

x essendo misurato come sopra da un punto fisso 0 nella linea 
del moto. Come un esempio particolare supponiamo che l’ele- 
mento sia lasciato cadere dalla quiete in 0. In quell’ istante A 


coincide con 0, ed a = 0, 

o 

II 



* 

Quindi 

v = gt 



(1), 

* 

* = ... 



(2), 

* 

* “ 

T 55 A®'-’ 


* 

.... (3)'. 



L' ultima di queste equazioni si può anche ottenere da 
_ tPx _dv _dv dx dv 
9 c il 1 dt dx dt V dx 

con upa sola integrazione. 


77. Come un altro esempio particolare, supponiamo che l’ele- 
mento sia spinto verticalmente in alto. Qui bisogna rammentare 
che se misuriamo x in su dal punto di proiezione, la forza tende 
a diminuire x e l’equazione del moto è 


d ì x 

W~~ 9 ' 


Pel resto la soluzione è la stessa. Prendendo, quindi, a — 0 
nelle equazioni (A) e cambiando il segno di g, otteniamo 


v= V-gt , (4), 

x=Vt- 9 ~ (5), 



( 6 ). 


Pali' equazione (4) vediamo clic la velocità diminuisce eonti- 
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imamente, e diviene zero quando < = — ; e (®) c ^ e l'altezza 

corrispondente a v=0, o la più grande altezza alla quale salirà 
V ì 

l’elemento, è — . Dopo ciò la velocità diviene negativa, o sia 
*9 

l’elemento incomincia a discendere, e (5) mostra che esso ritor- 

2V 

nerà al punto di proiezione quando t =—, siccome x allora di- 


viene 0 -, e la velocità con la quale esso ritoma a quel punto è , 
per (6), eguale alla velocità di proiezione. 


78. Un elemento discende per un piano inclinato levigato sotto 
V azione della gravità, il movimento avendo luogo in un piano 
verticale perpendicolare all' intersezione dell' inclinato con un 
piano orizzontale qualunque; determinare il movimento . 

Sia P la posizione dell’elemento al tempo t sul piano inclinato 
OA, OP~x la sua distanza da un punto fisso 0 nella linea del 



moto, c sia a l’inclinazione di OA alla linea orizzontale AB. La 
sola forza impressa sull’elemento è il suo peso g che agisce ver- 
ticalmente in basso, e questa si può risolvere in due, ^sena se- 
condo, e < 7 cosa perpendicolare ad, OA. Oltre queste vi è la forza 
ignota R, la reazione del piano, la quale è perpendicolare ad OA: 
ma nè questa nè la componente gcos a può influire sul movimento 
lungo il piano. L’equazione del movimento è quindi 


dtx 

dP 


= g sen a 


la soluzione della quale, siccome g sena è costante, è inclusa in 
quella della proposizione nell’ Art. 70, e tutt’ i risultati per gli 
elementi che si muovono verticalmente sotto l’azione della gra- 
vità si applicheranno ad essa scrivendo jrsena per g. Così, se 

37 
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l’ elemento parte dalla quiete in 0, otteniamo dallo equazioni , 
(1). (2), (3) dell’ Art. 76 con questo mezzo, 

v = g sena-£ (1), 

x= ^gsena-i* (2), 

v* 

Y = ffsena-x (3). 

79. L’equazione (3) dimostra una proprietà importante ri- 
guardo alla velocità acquistata in ogni punto della discesa. In- 
fatti, si tiri PiV parallela ad A B, che incontri la linea verticale 
per 0 in N, allora se v è la velocità in P, abbiamo 

v 2 

— = g sen a • OP 
— g-ON. 

Paragonando questa con l’ equazione (3) dell’ Art. 76, . vediamo 
che la velocità in P è l’istessa di quella che un elemento acqui- 
sterebbe cadendo liberamente dalla quiete per la distanza verti- 
cale ON\ in altri termini la velocità in ogni punto, di un ele- 
mento che discende per un piano inclinato levigato, è quella do- 
vuta all’altezza verticale per la quale esso è disceso; un caso par- 
ticolare della conservazione dell’energia. 

80. Inoltre da (2) deriviamo immediatamente il seguente' cu- 
rioso ed utile risultato. 

I tempi della discesa per tutte le corde tirate dal punto più 
alto o più lasso di un circolo verticale sono eguali. 

Sia AB il diametro verticale del circolo, AC una corda qua- 


A 



lunque per A\ si congiunga BC\ allora se Tè il tempo della di- 
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scesa per AC, abbiamo dall’equazione (2) dell’ Art. 78, 
AC= IgT* cos BAC. 

Ma A C = AB cos BA C ; onde 

AB=\gT* t 



che, essendo indipendente dalla posizione della corda, dà lo stesso 
tempo di discesa per tutte. 

Si può mostrare similmente che il tempo della discesa per 
tutte le corde tirate per B è lo stesso. In fatti le corde paralle- 
le, tirate per A e B rispettivamente, sono di lunghezze eguali. 

Ber trovare la linea retta di più celere discesa ad una curva 
data da un punto qualunque nello stesso piano verticale, tutto 
ciò che si richiede si è di descrivere un circolo che abbia il punto 
dato per l’estremità superiore del suo diametro verticale, ed il 
più piccolo che possa incontrare la curva. Quindi se BC è la 
curva, A il punto, si tiri AD verti- 
cale; e, col centro in AD, si descri- 
va un circolo che passi per A e toc- 
chi BC. Sia P il punto di contatto, 
allora AB è la linea richiesta. In- 
fatti, se prendiamo un altro punto 
qualunque p, in BC, Ap intersega 
il circolo in un punto q, ed il tempo 
della discesa per Ap > tempo per 
Aq, cioè, > tempo per AB. 

Se la curva data non è piana, si 
deve descrivere una sfera che passi 
per A, col centro in AD, in modo che tocchi la curva; e la di- 
mostrazione è precisamente come sopra. 



81. Quando un elemento si muove sotto V azione di una forza 
nella sua linea di movimento, la forza variando direttamente 
come la distanza dell’ elemento da un punto fisso in quella linea, 
determinare il movimento. 

Sia 0 il punto fisso, P la posizione dell’elemento al tempo t, 
v la sua velocità a quel tempo, e sia OB = x. Allora se |x è l’ac- 
celerazione di un elemento all’unità di distanza da 0, la quale 
si suppone conosciuta, l’accelerazione in P sarà jjur, e se essa è 
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diretta verso 0 tenderà a diminuire x. Perciò 1’ equazione del 
movimento ò 


d*x 

dì* 




d*x n 

Th* + ‘“ = 0 ' 


(i). 


dx 


Moltiplicando questa equazione per — , ed integrando, otte- 


niamo 


lf£Y =£<*-«* 


2 \dt J 


( 2 ), 


l’equazione dell’energia. Questa si può scrivere 
dt 1 1 

dx~ 

essendo impiegato il segno negativo se supponiamo che il movi- 
mento sia verso 0, ed A essendo la costante introdotta nell’ in- 
tegrazione. Integrando di nuovo, 


o 


\/ p/ 4- B — 



x = A cos {■sftt + B} 


( 3 ), 


l’integrale completo di (1), che racchiude due costanti arbitrarie 
A e B, i valori delle quali si debbono determinare per mezzo 
della distanza iniziale, e della velocità di proiezione. Così da (3), 


= » = - VM sen \ \IV-t + s ! (4). 


82. Supponiamo che l’ elemento sia spinto da A nella direzione 
positiva con la velocità V, e sia OA^=a\ allora quando t — 0, ab- 
biamo x = a,v — V\ e quindi da (3) e (4) 

« = A cos B 
V — — \j p ,4 seni? , 

che determinano A e B, ed allora (3) e (4) danno la posizione e 
la velocità dell’ elemento ad ogni istante. La velocità in termini 
di x si ottiene direttamente da (2), poiché quando X = (t, abbiamo 
v — Y\ onde F* = p. {A i — a 1 ) , e 

l' 2 = I'* + p(u 2 — x 2 ). 


Digitized by Google 



MOTO HETT1LINEO. 


293 


83. Le equazioni (3) e (4) danno valori periodici di x e v, tali 
che tutte le circostanze del movimento sono le stesse al tempo 

2tz 

t+ — come al tempo t. Esse mostrano ancora che la velocità di- 
\/!A 

viene zero quando + B=0 , e che il valore corrispondente di 
a; è il più grande possibile. Quindi l’elemento si muoverà nella 
direzione positiva sino alla distanza A da 0, e poi incomincerà 
a ritornare. Inoltre, siccome quando J3 = r, abbiamo v — 0 

di nuovo, ed x= — A, esso passerà per 0, si muoverà sino ad 
un’eguale distanza dall’ altra parte, e così di seguito: il tempo 
di una completa oscillazione, cioè, il tempo dal suo lasciare un 
punto qualunque sino a che esso passi di nuovo per lo stesso 

2 k _ . 

punto nella stessa direzione, essendo -. Questo risultato è ri- 
vi* 

marchevole, poiché mostra che il tempo dell’ oscillazione è indi- 
pendente dalla velocità e dalla distanza di proiezione, e dipende 
solamente dall’intensità della forza. 

La proposizione precedente include il movimento di un ele- 
mento nell’interno di una sfera omogenea di materia ordinaria, 
in un foro rettilineo verso il centro. Infatti l’ attrazione di una 
tale sfera sopra un elemento nel suo interno è proporzionale alla 
distanza dal centro, e l’equazione del movimento è perciò la 
stessa di quella che abbiamo ora considerata. 

84. Supponiamo che 0 stesso sia in movimento nella linea OA, 
e dinoti § la sua posizione al tempo t. L’equazione del moto è 


d ì x 

di 2 




ed è integrabile quando % è data in termini di t. Questa si può 
cambiare immediatamente nell’equazione del moto relativo 


dHx-%) 

dP 


= -!*(*-€) 


W ’ 


che è la stessa come quando il punto 0 è in quiete se = 0, 

cioè se la velocità di 0 è costante. Se 0 si muove con accelera- 

* 

zione costante, a, il moto oscillatorio sarà lo stesso come sopra, 
ma la posizione media sarà ** indietro ad 0. 
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85. Se la forza nell’ Art. 81 si suppone ripulsiva o diretta sem- 
pre dal centro e non verso di esso, l’equazione del moto diviene 


d*x 


l’ integrale della quale si conosce che è 


x = Ae s ' l “ + Se-'' i -‘ 


ed il movimento non è oscillatorio. Se, quando t=0, e x — li, 

v — — B \[i., l’elemento si avvicina costantemente al centro ma 
non lo raggiunge giammai. 


8G. Si deve osservare che non possiamo applicare sempre la 
stessa equazione del moto al lato positivo ed al negativo del- 
l’origine come abbiamo fatto nel caso dell’ Art. 81. L’aver po- 
tuto fare cosi nasce dal fatto che l’espressione, ;w, della' forza 
cambia segno con x\ infatti considerando la figura si vedrà che 
quando x è negativa la forza tende ad aumentare x algebrica- 
mente, e l’equazione si dovrebbe propriamente scrivere 


iV-x 


= + !*•(— *)• 


In generale, quando la forza è proporzionale all’»" 1 * potenza 
della distanza, le equazioni del moto per i lati positivo e nega- 
tivo dell'origine sono rispettivamente 



d*x 

e 3? = -|U-*)*. 

I soli casi, perciò, in cui la stessa equazione del movimento 
si applicherà ai due lati dell’origine, si hanno quando n è della 

forma ^ — ; — -, in cui m ed in' sono numeri interi qualunque in- 

eluso zero, poiché è solamente in questi casi che abbiamo 

- (- x) n = x n . 

87. In tutti gli altri casi l’investigazione del movimento con- 
sisterà generalmente di due parti, una per ciascun lato dell’ori- 
gine; ed in un caso anche (mando n è della forma è neces- 

saldo considerare queste parti separatamente, poiché la forma 
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dell’ integrale non è sufficientemente generale per includerle en- 
trambe. Questo è quando ro = 0 ed «»' = — 1, poiché in quel caso 
l’ equazione del moto diviene 

àrX___V- 
di * x 

(lx 

Moltiplicando questa per 2 ed integrando abbiamo 

(IL 

che diviene impossibile quando x è negativo. Ma è evidente che 
possiamo allora scrivere l’integralo 

(sy~ c - 2 v- i °g(- x ) . 

che è, naturalmente, la forma propria per il lato negativo dell’o- 
rigine. Queste equazioni generalmente non si possono integrare 
ulteriormente, ma mostreremo verso la fine del Capitolo come 
si possa determinare il tempo per giungere all’origine. 

88. Un demento, obbligato a muoversi in una linea retta, è 
sollecitato da una forza diretta sempre ad un punto fuori della 
linea, e variando direttamente come la distanza dell' elemento da 
quel punto, determinare il moto. 

L’obbligo qui contemplato si può concepire considerando l’e- 
lemento o come un anello infinitamente piccolo che scorre su di 
una verga levigata, o come un elemento materiale che si muove 
in un tubo rettilineo levigato di sezione infinitamente piccola. 

Sia AB la linea retta, P la posizione dell’elemento ad un 



tempo qualunque, 0 il punto al quale la forza in P è sempre di- 
retta. Si tiri ON perpendicolare ad AB, e sia NP~x\ allora se 
OP — r, e se [A come prima è l’accelerazione all’unità di distanza, 
l’accelerazione di P secondo PO è |i.r. Questa si può risolvere 
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in due, l’una secondo e 1’ altra perpendicolare ad AB, dello quali 
la seconda non ha alcun effetto sul moto dell’elemento. L’equa- 
zione del moto è, quindi, poiché l’ accelerazione è (ireos OPN 
o U.P2V, 

cPx 



la stessa come nell’ Art. 81. Il moto dell’elemento sarà perciò 
oscillatorio intorno ad N, il tempo di una completa oscillazione 


tlTt 

essendo —=, e tutte le circostanze del movimento saranno le 




stesse come per un elemento libero che si muova in AB sotto 
l’ azione di un eguale centro di forza posto in N. 


89. Un elemento si muove in una linea velia sotto V azione di 
una forza divelta sempre ad un punto in quella linea , e variando 
inversamente come il quadrato della distanza da quel punito; de- 
terminare il moto. 

Sia 0 il punto fisso, P la posizione dell’elemento al tempo t, 
OP = x\ l’equazione del moto è 

d 2 x _ jx 
~dt*~ ' 

ja essendo, come sopra, l’ accelerazione all’unità di distanza da O. 
dx 

Moltiplicando per -j- ed integrando, abbiamo 



l’equazione dell’energia. 

Supponiamo che l’ elemento parta dalla quiete in un punto A 
alla distanza a da 0 , allora quando X-a, v-0\ quindi, 



che dà la velocità dell’ elemento ad una distanza qualunque x 
dall’origine. Inoltre da (1) 



essendo preso il segno negativo, poiché nel movimento verso 
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0, x diminuisce al crescere di t. Questa dà 


di I a x 
dx ~ V 2g. V (ax — x 1 ) 

k j a (1 a 2x a 1 j 
~ V 2}À'1.2 <J(ax-x*)~2 x !(ax - **) V 

Integrando; abbiamo 


: = \/ 


vers 


, 2x 


f C' 


Ora, quando <=-0, x=n, e perciò 6" 


~o ' 



= v ’(ajc — x-) — - vers 1 


a 

Ò 


2 £ 

a 


~o" ’ 


che è la relazione tra x e f . 


90. Ponendo ./;=0, troviamo che il tempo per arrivare ad 0 è 



ed ( 1) mostra che la velocità in 0 è infinita. Per questo riguardo 
ci s’ impedisce l’applicazione delle nostre formole a determinare 
il movimento dopo l’arrivo in 0\ ma si deve osservare che, seb- 
bene in ogni punto molto vicino ad tì vi sia una grandissima forza 
che tende verso 0, nello stesso punto 0 non vi è alcuna forza 
affatto : e quindi l’elemento, avvicinandosi al centro di forza con 
una velocità infinitamente grande, deve passare per esso. Inol- 
tre, ogni cosa essendo la stessa ad eguali distanze dall’una e dal- 
l’altra parte del centro, vediamo che il movimento deve essere 
frenato cosi rapidamente come fu generato, e quindi l’elemento 
procederà ad una distanza dall’altra parte di 0 eguale a quella 
dalla quale parti. Il movimento continuerà quindi in modo oscil- 
latorio. 


91. Il suddetto caso di movimento include quello di un corpo 
che cado da una grande altezza al di sopra della superficie della 
Terra. Infatti una sfera attrae un elemento esterno con una forza 
che varia inversamente come il quadrato della distanza dell'ele- 
mento dal suo centro, c quindi se # è la distanza di un corpo dal 
centro della Terra. R il raggio terrestre, e g la misura cinetica 

:$8 
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della gravità sull’ unità di mossa alla superficie della Terra, l’e- 
quazione del moto sarà 

(l t x__ R 1 
dfi ~ 9 x* ’ 

la stessa equazione come sopra, se scriviamo jjl pernii 2 . I risul- 
tati testé ottenuti si applicheranno perciò a questo caso. Così se 
vogliamo trovare la velocità che un corpo acquisterebbe nel ca- 
dere sulla superficie della Terra da un’altezza h al di sopra di 
essa, abbiamo da (1), ponendo \i. = gR *, 




+ 

e quindi se V è la velocità quando x=R, cioè, la velocità ri- 
chiesta, • 

, - 

Se h è piccola in paragone di R, questa si può scrivere 
| V'- = gh(\- ~ + etc.) 

dalla ((naie vediamo il valore dell’errore introdotto dalla forinola 
ordinaria, Art. 76, ' 

\v l = gh. 

Se la caduta è da una distanza infinita, h = oo , ed abbiamo 

lv* = gR. 


92. Un demento è costretto a muoversi in una linea retta, cd 
è sollecitato da una forza, diretta sempre ad un punto fuori di 
quella linea, e variando inversamente come il quadrato della di- 
stanza da quel punto; determinare il movimento. 

Sia AB la linea retta, R la posizione dell’elemento ad un tem- 



po qualunque, 0 il punto al quale la forza è sempre diretta, ;r 


Digitìzed by Google 



MOTO RETTILINEO. 


l’ aeceler.azione all’unità di distanza. Si tiri ON perpendicolare 
ad AB e sia ON-=b , NP—x\ allora l’accelerazione di P secondo 

POè-~j, e, come nell’ Art. 88, la solfi parte di questa che 

produce il moto è la parte risoluta secondo PN. Quindi V equa- 
zione del moto è 

(Px u. 

— r = - cos OPN 


( x 2 + 

(l'X 

Moltiplicando per 2 — ed integrando, abbiamo 


m- 


v* = C + ■ 


(a* + t*)* 

in cui C si deve determinare nel modo solito. 

98. Questa equazione generalmente non si può integrare ulte- 
riormente, ma in questo ed in ogni simile caso l’integrazione si 
può effettuare se supponiamo a; sempre molto piccolo. Supponia- 
mo che l'elemento sia stato in quiete in JV, e sia stato legger- 
* mente spostato da questa posizione di equilibrio, lo spostamento 

essendo cosi piccolo che durante il moto — si possa trascurare 

a- 1 

in paragone di ^ . Abbiamo da (1), 

3 

d-x _ \uc f x-\~ i 

7r- ~~ ~ T* \ 1 + 6 */ 

pa- / Zx 1 \ 

= -Fl 1 -2P + e " ! -.) 

uìt 

— : — — approssimativamente: 
drx txx 

0 W + ~ ’ 

la stessa forma dell’equazione del moto come quella dell' Art. 81 . 
Il movimento sarà perciò oscillatorio, il tempo di ciascuna pic- 

lb * 

cola oscillazione essendo 2ry — . 
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94. Un demento ai muove in una linea retta sotto V azione di 
una forza che varia inversamente come l' w ma potenza della di- 
stanza dell’ demento da un punto fisso in quella linea; determi- 
nare il movimento. 

Misurando x come sopra , l'equazione del moto sarà 

d*x Ji 
dt* " : r" ' 


dx 

Moltiplicando per 2 — ed integrando, abbiamo 




C + 


JL_ JL 


Supponiamo che l’ elemento parta dalla quiete ad una distanza 
a dal punto fisso; allora quando x=a, t>=0; quindi 


0 = — 




n- 1 ’ 


<»■ 

95. Questa equazione generalmente non può essere integrata 
ulteriormente, ma se supponiamo che l’elemento sia partito da 
un punto ad una distanza infinita, abbiamo a- cc , e 




2u 1 


n — 1 a: 




in cui r è la velocità dall’infinito, alla distanza :r. 
Abbiamo perciò in questo caso particolare 


,h _ (2[i y _i_ 

>Ìt \n- 1/ »z±’ 

->• 3 


dt 

d.r 




2 /* — 1 


integrando questa tra i limiti x~a, a— p, abbiamo per il tem- 
po per passare da x=a ad :r=£, 


MoTti RETTILINEO. 


9(1. Se sviluppiamo (1) iu serie, otteniamo 

/» — iy *=V, la’*-* 1-3 ir 1 "-* A \ 

“ V 2;x / * ' V : 2a"- , + 2.4o* n -* + etC 7' 

Integrando tra i limiti x=a, x—0, abbiamo per il tempo della 
caduta al centro da una distanza a l' espressione 

\ 2jx / \n + 1 2 3« — 1 / 

ll-rt 

il quale quindi varia per differenti distanze come a * . 

cc 

0, meglio, così. Si ponga - = 2 , ed abbiamo, per il tempo 
della caduta al centro dalla quiete alla distanza n, l'espressione 

telY Òr- 1" '** . - cPTf^ L H 

W' lod-*"-')* l 2tt(W_1) - (2(^-1)’ 2)’. 

in cui F è c. il primo integrale euleriano ». 

97. La soluzione precedente è in difetto quando « = 1, ma il 
tempo della caduta al centro si può trovare come segue. L’equa- 
zione per questo caso, come è data nell' Art. 87, è 


(£)’- 


2;;. log.- 


= 2'Ji loti 


poiché quando x — «. ——0. Quindi, 

1 

dx I . 


\/ lo s* 


essendo preso il segno negativo poiché x diminuisce al crescere 
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di t. Si ponga Tper il tempo richiesto, allora 


\/2g T-- 


f° dx 


y. log ì 

Per trasformare quest’integrale, si ponga \J log - —y. Allor 


abbiamo 


X — ne~ y2 , e ~ = — 2ae~ v *y , 
dy J 


ed i limiti di y sono 0 ed oo . Quindi 

J 2u- T—2a I e-y*dy, 

J 0 


il quale (pel Calcolo integrale) 


= 2a-~ V". 


Quindi ** T=p\l~, 

y *-* j. 

ed è perciò direttamente come lo spazio percorso. 


98. Un elemento è costretto a muoversi in una linea retta, ed 
è sollecitato da una forza diretta ad un punto fuori di quella li- 
nea, ed espressa da una funzione c(r) della distanza; determinare 
il tempo di una piccola oscillazione. 

Impiegando la stessa notazione come nell’ Art. 92, l'accelera- 
zione secondo PO essendo tj(r), la sua componente secondo PNò 


cp(r) - ; quindi l' equazione del moto è 


d*x 

dt- 



Ma 


Quindi 


= V(&*+**) = &\/( 1+g) 


— b prossimamente. 

?(&) 


— + 122 x - o 
dP b 


e quindi per l’ Art. 83, il tempo di una piccola oscillazione è 


I * 
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ESEMPII. 

1. Un corpo è lanciato verticalmente in su con una velocità 
che lo farà salire all’ altezza di 2 g metri; mostrare che dopo tre 
secondi esso discenderà con una velocità g. 

2. Trovare la posizione di un punto sulla circonferenza di un 
circolo verticale, affinché il tempo della discesa rettilinea da esso 
al centro sia lo stesso che il tempo della discesa al punto più 
basso. 

3. La linea retta per la quale un elemento scenderà nel più 
breve tempo da un dato punto ad un dato circolo nello stesso 
piano verticale, è la linea che congiunge il punto all’ estremità 
superiore o inferiore del diametro verticale, secondo che il punto 
è dentro o fuori del circolo. 

4. Trovare il luogo di tutt’i punti dai quali il tempo della di- 
scesa rettilinea a ciascuno di due punti dati è lo stesso. Mostrare 
ancora che nel caso particolare in cui i punti dati sono nella 
stessa verticale, il luogo è formato dalla rotazione di un’iperbole 
rettangolare . 

5. Trovare la linea della più celere discesa dal fuoco ad una 
parabola il di cui asse è verticale ed il vertice in sopra, e mo- 
strare che la sua lunghezza è eguale a quella del lato retto. 

6. Trovare la linea retta della più celere discesa dal fuoco di 
una parabola alla curva quando l’asse è orizzontale. 

7. Il luogo di tutt’i punti nello stesso piano verticale per i 
quali il minimo tempo della discesa per un piano inclinato ad un 
circolo è costante è un altro circolo. 

8. Due corpi scendono nello stesso tempo da due punti dati 
nello spazio nella stessa verticale per due linee rette condotte ad 
un punto qualunque di una superficie, mostrare che la superficie 
è un iperboloide equilatero di rotazione, avente i punti dati per 
vertici . 

9. Trovare la forma di una curva in un piano verticale, tale 
che se degli elementi pesanti si fanno cadere simultaneamente 
da ciascun suo punto in modo da scendere liberamente secondo 
la normale in quel punto, essi pervengano aduna data linea retta 
orizzontale nello stesso istante. 

10. Una semicicloide è situata col suo asse verticale ed il ver- 
tice in giù, e da diversi suoi punti si fanno cadere più elementi 
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nello stesso istante, ciascuno scadendo per la tangente nel punto 
dal quale parte, dimostrare che essi giungeranno all’involuta 
(che passa pel vertice) tutti nello stesso istante. 

11. Un elemento si muove in una linea retta sotto l'azione di 

/ 3 \ ma 

una forza che varia inversamente come la I - I potenza della 

distanza, mostrare che la velocità acquistata cadendo da una di- 
stanza infinita alla distanza a dal centro è eguale alla velocità 
che si acquisterebbe partendo dalla quiete alla distanza a sino 

alla distanza ~ . 

4 

12. Un elemento si muove in linea retta da una distanza a 
verso un centro di forza, la forza variando inversamente come 
il cubo della distanza; mostrare che l’intero tempo della'discesa 



13. Un elemento è posto in un dato punto tra due centri di 
forza di eguale intensità che attraggono direttamente come la di- 
stanza; determinare il movimento ed il tempo di una oscillazione. 

Sia 2 a la distanza tra i centri, x la distanza dell’elemento in 
un tempo qualunque dal punto medio tra essi, allora l'equazione 
del moto è 

d-x , , . 

— -- - ;l (a x) + ;j. {a - x) 

■ — 2;jj\ 

Quindi, il tempo di un'oscillazione = — — . 

V (-!■*•) 

14. Se un elemento incomincia a muoversi direttamente verso 
un centro fisso che respinge con una forza = ;j. (distanza), e con 

una velocità iniziale = jjl 2 (distanza iniziale), dimostrare che esso 
si avvicinerà continuamente al centro fisso, ma non lo raggiun- 
gerà giammai. 

15. Un elemento sollecitato da due centri di forza, ciascuno 
attraendo con una intensità che varia inversamente come il qua- 
drato della distanza, è lanciato da un punto dato tra essi, tro- 
vare la velocità di proiezione affinchè l’elemento possa giungere 
appunto al punto neutrale di attrazione e rimanere quivi in riposo. 

Se jjl, jjl' sono le forze assolute dei centri; u,, cr* le distanze 
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del punto di proiezione da essi; e V la velocità iniziale; abbiamo 

yt _ - fa' a,)* 

rtl«ì («, + «s) 

16. Supponendo la Terra uno sferoide omogeneo di equilibrio, 
il tempo della discesa di un corpo fatto cadere da un punto qua- 
lunque P sulla superfìcie attraverso un foro sino al centro C, 
varia come CP, e la velocità al centro è costante. 

17. Un elemento materiale posto ad un centro di attrazione 
che varia come la distanza, è sollecitato partendo dalla quiete 
da una forza costante che agisce per un sesto del tempo di una 
completa oscillazione interno al centro, cessa per lo stesso pe- 
riodo, e poi agisce come prima; mostrare che l’ elemento sarà 
allora ritenuto in riposo, e che gli spazii percorsi nei due periodi 
sono eguali. 

18. Un corpo si muove partendo dalla quiete ad una distanza 
a verso un centro di forza, la forza variando inversamente come 
la distanza; mostrare che il tempo per descrivere lo spazio tra 

e fy"a sarà un massimo se £ = — ^ — . 


19. Se il tempo della discesa di un corpo in una linea retta 
verso un dato centro di forza varia inversamente come il qua- 
drato della distanza della caduta, determinare la legge della 
forza. 

20. Supponendo che la velocità di un corpo cadente ad un cen- 

- , in cui a è la distanza iniziale ed x 

•E 

la distanza variabile del centro, trovare la legge della forza. 

21. Trovare il tempo della caduta al centro quando la forza è 
come (dist) - s. 

22. Mostrare che il tempo della discesa, ad un centro di l'orza 
come (dist) - *, per la prima metà della distanza iniziale, sta a 
quello per l' altra metà come t:-ì-2 : "—2. 

23. Un elemento discende ad un centro di forza come (dist)“. 
Trovare n in modo che la velocità acquistata dall’ infinito alla 
distanza a, sia eguale a quella acquistata dalla distanza ri alla di- 
stanza - a, dal centro. 

24. Un elemento ò situato aU’estreinità deH'assc di un sottile 

39 


irò ai iorza sia cornei 
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cilindro attraente di lunghezza infinita c di raggio a, mostrare 
che la sua velocità dopo di aver descritto uno spazio x è propor- 
zionale a 

l/log- ±l±fl±a*) 

V a 

25. Un elemento cade ad un solido omogeneo infinito limitato 
da una faccia piana, trovare il tempo della discesa. 

26. Ogni punto di un sottile anello uniforme repelle con una 
forza come (dist) -i , trovare il tempo di una piccola oscillazione 
nel suo piano, intorno al centro. 

27. Mostrare che un corpo non si può muovere in modo che la 
velocità varii come lo spazio dal principio del moto. E so la ve- 
locità varia come la radice cubica di quello spazio, determinare 
la forza, ed il tempo per descrivere un dato spazio. 

28. Mostrare che il tempo della più celere discesa por una cor- 
da focale di una parabola il cui asse è verticale è 

3 


dove l è il lato retto. 

29. Un’ellisse è sospesa col suo asse maggiore verticale, tro- 
vare il diametro pel quale un elemento cadrà nel minimo tempo, 
ed il valore limite dell’ eccentricità affinchè questo non sia l'asse 
maggiore stesso. 

30. Degli elementi scendono per corde da un punto 0 ad una 
superficie curva, sotto l’azione di un piano di cui l’attrazione è 
come la distanza, ed essi pervengono alla superficie nello stesso 
tempo; mostrare che la superficie è generata dalla rotazione (in- 
torno ad una linea di cui la lunghezza è a condotta por 0 per- 
pendicolare al piano) delfa curva di cui l’ equazione polare in- 
torno ad 0 è 

p cos 0 = a j 1 — cos ( k cos 0) j . 

31. Se gli elementi incominciano il loro movimento alla super- 
ficie, e giungono in 0 dopo un dato tempo, l'equazione della 
curva generatrice è 

? cos 0 = o | sec (k cos 8) - 1 } . 

32. Dimostrare che i tempi della caduta per un dato spazio AC 
verso un eentro di forza S, sotto l’azione di due forze, una delle 
quali varia come la distanza, e l’altra è costante ed eguale al va- 
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pre originale della prima, sono come l'arco (il di cui seno verso 
è AC) alla corda, in un circolo il di cui raggio è yl»S. 

33. La terra essendo supposta un sottile strato sferico unifor- 
me, nella superficie del quale sia fatta un'apertura circolare di 
dato raggio, se un elemento ò lasciato cadere dal centro dell’a- 
pertura, determinare la sua velocità in un punto qualunque della 
discesa. 

34. Se un elemento scende per un raggio di un circolo sotto 
T azione di una forza come (D) :i nel centro, e sale pel raggio op- 
posto sotto l’azione della stessa forza supposta ripulsiva, mo- 
strare che esso acquisterà una velocità che è il medio geometrico 
tra il raggio e la forza alla circonferenza. 

35. Se un elemento cade ad un centro di forza come (D); de- 
terminare la forza costante che produrrebbe l’etfetto nello stesso 
tempo, e paragonare le velocità finali. 

36. Trovare l’equazione di una curva per ciascuna tangente 
della quale un elemento scenderebbe all’asse orizzontale in un 
dato tempo. 

37. Una sfera è composta di un numero infinito di elementi 
liberi, egualmente distribuiti, che gravitano tra loro senza ur- 
tarsi; supponendo che gli elementi non abbiano alcuna velocità 
iniziale, dimostrare che la densità media intorno ad un elemento 
varierà inversamente come il cubo della sua distanza dal centro. 

38. Dimostrare che se PQ è una corda di più celere discesa 
da una curva in un piano verticale ad un’altra, le tangenti in 
P e Q sono parallele e PQ biseca gli angoli tra le normali e la 
vei-ticale. 

39. Se un elemento P parte dalla quiete sotto l’azione di una 
forza tendente ad un punto S misurata dall’accelerazione n 2 SP, 
determinare il tempo da quiete a quiete; e mostrare che, se una 
piccola forza costante il cui effetto ritardatore è = f agisce per 
una porzione del cammino estendentesi egualmente da ciascun 
lato di S, il tempo sarà inalterato, e la diminuzione dell’ampiezza 

2 f . . . 

di una oscillazione sarà — cos»r;, “ essendo il tempo in cui in- 

comincia la perturbazione. 

40. Un filo sottile che ha due pesi ciascuno eguale a P sospesi 
alle suo estremità pende da due caviglie levigate nella stessa li- 
nea orizzontale; un peso Q è legato al punto medio della porzio- 
ne del filo tra le caviglie, e può discendere pel suo peso; ino- 
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strare che la velocità di Q ad ogni profondità x al di sotto della 
linea orizzontale è 

r r ; (Q* + 2 Pa- 2 P Va:* + rt 8 ) 

' ' Q (r* + a*) + 2Px* 


41. Un filo elastico ha i suoi estremi legati alle estremità di 
una verga di eguale lunghezza. Il punto medio del filo è fermo, 
ed in quel punto è posto un centro di forza che repelle ogni ele- 
mento della verga con una forza = — -, . La verga si muove 

(cast)* - 

allora parallelamente a sé stessa per una distanza eguale alla 
metà della sua lunghezza. Se in questa posizione l’elasticità del 
filo è tale che la verga sia in equilibrio, mostrare che se si spo- 
sta di poco perpendicolarmente alla sua lunghezza, il tempo di 
una piccola oscillazione 



i 
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CAPITOLO IV. 
Moto Parabolico. 


99. In questo capitolo intendiamo di trattare principalmente 
del movimento di un elemento libero che è soggetto all’azione di 
forze la di cui risultante è parallela ad una data linea fissa. 

Il caso più semplice naturalmente sarà quando quella risul- 
tante è costante. Il problema allora diviene la determinazione 
del movimento di un proiettile nel vuoto, poiché l’attrazione 
della terra si può considerare entro limiti moderati come co- 
stante e parallela ad una linea fissa. Questo ora considereremo. 


100. Un elemento libero si muove sotto l'azione di una forza 
verticale di cui la grandezza è costante, determinare la forma 
della traiettoria, e le circostanze della sua descrizione. 

Prendendo l’asse delle x orizzontale nel piano verticale e nel 
senso della proiezione, e quello delle y verticalmente in su, è 
evidente che l'elemento continuerà a muoversi nel piano delle 
xy, essendo proiettato in esso, e non soggetto ad una forza che 
tende a farlo uscire da quel piano. 

Le equazioni del moto sono allora ^ 5L8P 


<l*s 

dt* 


0 , 



se g è la misura cinetica della forza. 

Supponiamo che il punto dal quale l’elemento è proiettato si 
prenda per origine, che la velocità di proiezione sia V, e che la 
direzione della proiezione faccia un angolo a con l’ asse delle x. 

Il primo ed il secondo integrale delle equazioni precedenti sa- 
ranno allora 

dx „ dy 

— = T cos a , -- — T sen a — gt ( 1 ) . 

dt ut 

x .= Prosa-/, y — T'sen'a-/ — gt- (2). 

Queste equazioni danno le coordinate dell’ elemento e la sua 
velocità parallela a ciascun asse per ogni valore assegnato del 
tempo. 
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Eliminando t tra le equazioni (2) otteniamo l’equazione della 
traiettoria, 

y-x tan a - 9 x 1 

2 \ 2 cos 2 a 


(3), 


la quale mostra che l’elemento si muoverti in una parabola con 
l’asse verticale, ed il vertice in su. 

101. L’ equazione (3) si può scrivere 

. 2 F* sen a cos a 2 F* cos 2 a 

x- X- y , 

9 9 

/ F* sena cos a\ ! _ 2 F 2 cos 2 a/ F 2 sen 2 a\ 

V 9 / ~ 9 v 2 g /' 

Paragonando questa con l’equazione di una parabola riferita 
al suo vertice come origine, troviamo per le coordinate tr„, y u 
del vertice 


F* sen a cos a 


ilo 


F* sen ! a 


9 ' " 2 9 

Quindi otteniamo l’equazione della direttrice 

1 F* sen 2 a F 2 cos 2 a F* 

» = : »• + 4 (l, " r “ metr0) = — + — 25 - = ' 

Ora se véla velocitò dell’ elemento in un punto qualunque 
della sua traiettoria, 

= ( F* cos 2 a) 4 - ( F 2 sen 2 a — 2 17/ sen a • / 4- </* / 2 ) 

— F 2 2y (Vsena-t — ^ r/t 2 ^ 


- V' 2 - 2 gy. 


per (2). 


Per acquistare questa velocità cadendo dalla quiete, l’elemento 

v* F 2 

deve cadei’e, Art. 76, per un altezza —, 0 — — cioè per la di- 
stanza dalla direttrice. 


1 02. Trovare il tempo della corra secondo un piano orizzontale. 
Si ponga ?/ = 0 nell’equazione (3). I valori corrispondenti di x 
2 F* 

sono Oe sen a cos a. Ma la velocità orizzontale è Fcosa. 

9 


Digitized by Google 



MOTO FAKAl’OLK'O. 


•311 


2Fsen a 

Quindi il tempo della corsa è — — — ; e, tutte le altre circo- 
stanze eguali, varia come il seno de\\' elevazione (inclinaziono 
all’orizzonte) della linea di proiezione. 


103. Trovare il tempo della corsa secondo un piano inclinato 
che passa pel punto di proiezione. 

La sua intersezione col piano di proiezione faccia un angolo £ 
con l’orizzonte; è evidente che dobbiamo solamente eliminare y 
tra (3) ed y — x tan£l. 

Questo dà per l’ ascissa del punto dove il proiettile incontra 
il piano, 

2V i 

x, = — (sen a cos a — tan 3 eos 2 a) 

9 

_2V i eos a sen (a — 

</cos$ 

Quindi il tempo della corsa 

a-, 2V sen (a — p) 

Fcosa y cos£ 

104. Trovare la direzione della proiezione che dà la massima 
ampiezza del tiro su di un dato piano. 

V* 

L’ampiezza sul piano orizzontale è — sen2a. Per un dato va- 
lore di V questa sarà massima quando 



x. 

Quella sul piano inclinato è z , o 

cos p 

2V- 

— — rzr cos a sen (a - 3) 
flrcos 2 ^ r 


Atlinchè questa sia un massimo per un dato valore di V dob- 
biamo eguagliare a zero il suo coefficiente differenziale rispetto 
ad a, il che dà l’equazione 

cos a cos (a — — sen a sen (a — fi) ^ 0 , 
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Quindi In direzione della proiezione richiesta per la massima 
ampiezza del tiro fa con la verticale un angolo 



cioè, essa biseca l'angolo tra la verticale ed il piano sul quale 
l’ ampiezza è misurata. 


105. Trovare l’ elevazione necessaria al passaggio dell’ ele- 
mento per un punto dato. 

Si supponga il punto nell’asse delle x alla distanza a dall’ori- 
gine. Allora dobbiamo avere 


— sen2a = a. 
9 


Sia a' il più piccolo angolo positivo il di cui seno è 


ya 

ys- 


Ol T" — Ot 

I valori ammissibili di a sono ~ c — ; sicché vediamo che 

vi sono due direzioni nelle quali un elemento può essere proiet- 
tato in modo da raggiungere il punto dato, e che queste sono 

egualmente inclinate alla direzione della proiezione (a— che 

dà la massima ampiezza del tiro. 

Supponiamo che il punto dato sia nel piano che fa un angolo [i 
con l’orizzonte. Allora se la sua ascissa è a, dobbiamo avere 


= cos a scn (a - 3) = a. 

y cos p ‘ 

Se a', a" sono i due valori di a clic soddisfano questa equa- 
zione, dobbiamo avere 


cos a’ scn (a' — = cos a" sen (a" — £>) ; 

c quindi a" — p = ^ — a' 




Quindi, come sopra, le due direzioni della proiezione, che 
fanno colpire all’ elemento un punto in un dato piano condotto 
pel punto di proiezione, sono egualmente inclinate alla direzione 
della proiezione richiesta per la massima ampiezza del tiro se- * 
condo quel piano. 
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106. Trovare l'inviluppo di tutte le traiettorie corrispondenti 
ai diversi valori di a. 

Differenziando l'equazione (3) rispetto ad a, abbiamo 


sec 1 a 


<jx sen a 
F* cos 3 a 


V ì 

o tana = — (4). 

gx 

L’eliminazione di et fra (3) e’(4) ci dà per equazione dell’in- 
viluppo richiesto 

_F '* gtf 

ÌJ ~2g 2F* ’ v 


o 




Questa rappresenta una parabola di cui l’asse è verticale, il 
fuoco è il punto di proiezione, ed il vertice è nella direttrice co- 
mune delle traiettorie. 


Si vedrà facilmente per le cose dette che vi sono due direzioni 
di proiezione, tali che l’elemento passi per un punto dato qua- 
lunque nell’interno di questa parabola, solamente una per un 
punto in essa; ed evidentemente non vi è alcuna possibilità che 
esso passi (con la data velocità F) per un punto fuori di questa 
parabola. 


107. Con un metodo alquanto più semplice di considerare il 
problema avremmo potuto giungere ad alcune delle più ovvie 
proprietà della traiettoria, cosi. 

Si prenda la direzione della proiezione come asse delle x, e la 
verticale in giù dal punto di proiezione come .asse delle ìj. Per 
la seconda legge del moto possiamo considerare la velocità do- 
vuta alla proiezione mantenersi costante (= F) parallelamente 
all’ asse delle x, mentre abbiamo inoltre parallelamente all’asse 
delle y la porzione dovuta alla gravità investigata nell’ Art. 76. 

Quindi x —Vt ^ 

1 ^ ad ogni tempo, 

11 = 2 gt \ 

2F 2 

e quindi x 1 = y , 

l’equazione di una parabola riferita ad un diametro ed alla tan- 

40 
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genie nel suo vertice. La distanza dell’origine dalla direttrice, 

1 . V* . 

essendo 7 del coefficiente di 11 , è — , e la velocità dovuta ad una 
4 2 g 

caduta per quello spazio è come sopra 



108. Quando, invece di supporre la gravità costante, e di agire 
in linee parallele, facciamo la supposizione più accurata che essa 
tenda al centro della Terra, e varii inversamente come il qua- 
drato della distanza da quel punto, il Capitolo V. ci mostra che 
in generale la traiettoria di un proiettile è uri Ellisse, di cui uno 
dei fuochi è al centro della Terra, e la lunghezza del suo asse 
maggiore dipende solamente dalla velocità di proiezione. Le pro- 
posizioni seguenti (tra molte altre analoghe a quelle date prece- 
dentemente) si possono allora enunciare. 

1. Il luogo del secondo fuoco delle traiettorie di tutt’i pro- 
iettili lanciati da un dato punto, con una data velocità, in un 
piano verticale, è un circolo. 

2. La direzione della proiezione, per la massima ampiezza del 
tiro in una data linea, che passa pel punto di proiezione, biseca 
l’ angolo tra la verticale e la linea. 

3. Ogni altro punto sulla linea, che può essere colpito, lo può 
essere con due traiettorie diverse, e le direzioni della proiezione 
per queste sono egualmente inclinate alla direzione che dà la 
massima ampiezza. 

4. Se il proiettile incontra la linea ad angoli retti, il punto 
che esso colpisce è il vertice dell’altra traiettoria che può pas- 
sare per esso. 

5. L’inviluppo di tutte le traiettorie possibili in un piano Ver- 
ticale, è un’ellisse, di cui uno dei fuochi è il centro della terra, 
e l’altro il punto di proiezione. 

109. Quando un elemento si muore soggetto all’ azione di due 
centri di forza di cui la legge c la disianza diretta e le intensità 
assolute sono le stesse, ma una attrattiva e V altra ripulsiva, il 
suo movimento sarà lo stesso come quello di un proiettile nel 
moto. 

Infatti la forza totale sull’ elemento risoluta perpendicolar- 
mente alla linea che congiunge i centri è evidentemente zero, 
e quella parallela a questa linea è eguale a quella che sarebbe 
esercitata da ciascuno dei centri sopra un elemento situato nel- 
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l’ altro; e tende sempre nella direzione parallela a quella dal 
centro ripulsivo all’ attrattivo. Essa corrisponde perciò esatta- 
mente alla forza di gravità, entro moderate elevazioni al di so- 
pra della superficie terrestre. 

110. Ancora se un elemento si muove sopra un piano incli- 
nato al l’orizzonte sotto un angolo 0 , la forza totale su di esso è, 
per l’ Art. 78, gsenb parallela alla linea di massimo pendìo sul 
piano, e quindi la traiettoria sarà ancora una parabola, le di cui 
dimensioni dipenderanno da 0 . 

Es. Un demento è proiettato da un dato punto con una data 
velocità , e si muove su di un piano inclinato; trovare il luogo 
delle direttrici delle sue traiettorie per differenti inclinazioni del 
piano. 

Si vedrà facilmente che quando un elemento si muove su di 
un piano inclinato, la velocità in ogni punto ò eguale a quella 
che si acquisterebbe cadendo dalla direttrice; cioè (Art. 79) e- 
guale alla velocità dovuta alla caduta da un piano orizzontale 
condotto per la direttrice. Ora la velocità è data costante, quin- 
di il luogo delle direttrici è un piano orizzontale. 


111. Un demento si muove assoggettato all' azione di una forza 
sempre perpendicolare ad un piano dato, la sua grandezza es- 
sendo una funzione della distanza dell’ elemento dal piano: de- 
terminare il movimento. 

È evidente che il movimento sarà confinato interamente nel 
piano condotto per la direzione della proiezione perpendicolar- 
mente al piano attraente. Prendiamo il piano del movimento per 
quello delle x g, l’asse delle x essendo nel piano attraente. Sia 
tp'(Z)) l’accelerazione alla distanza 1), in cui o' è la funzione de- 
rivata di 9 Allora le equazioni del moto sono 


«H* ' ’ df- 


?' (i/l- 


Si supponga l’elemento proiettato da un punto (a,b), in una 
direzione che fa un angolo a con l’asse delle x, e con una velo- 
cità V. 


Moltiplicando per 2^-, 2 ( jj, od integrando abbiamo 


(jf) — cost. = V- cos s a , 


I 


(~) 2 = C - 2? (g) = V- sen 3 a 4- 2? ( b ) - 2? (g) j 


( 1 ). 
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Quindi v 2 — V 2 -f 2 j a(b) — ® {y) j , 

e dipende perciò solamente dalla distanza dal piano attraente, 
un caso particolare della conservazione dell’energia. 

Ter trovare l'equazione differenziale della traiettoria, abbiamo 

_ t]u _ V [ V* sen a « + 2 j ? (ò) - ? (n) j 1 
dx dx V cos a 

di 

un’equazione integrabile solamente per forme particolari della 
funzione 9. Un caso interessante è quello in cui l’attrazione del 
piano è inversamente come il cubo della distanza, 

« V'(S)~ e quindi ip(y) = -~^. 


equazione differenziale diviene 

VI + | 


dx V cos a 

Vi sono tre casi secondo che la quantità 

u 


T^sen* a 


b 2 


è positiva, zero 0 negativa. 


1. Sia essa positiva ed =A;, 


» 1 = '/<“■* 

onde \/ (a,* + 2/*) = — (x + C ) , 

Va, cos a 

equazione di un’ iperbole il di cui asse trasverso è l’asse delle x. 
2. Sia F* sen 2 a - = 0. 

<h _ # 


J7 = 


ed 


r = 


dx V cos a ’ 
2v> 


■ — (x + C ) , 


Fcosa 

equazione di una parabola il di cui asse è l’asse delle x. 


Digitized by Googli 


MOTO l’AltABOLlCO. 


317 


3. Sia F 2 sen*a — negativa, ed — 


Jt 

«» ' 

«i- 


o 


- x /;a 

J dx Va x cos a 




- v? 

Fa, cosa 


(x + C.) , 


equazione di un’ellisse di cui l’asse delle X è un asse. 

Avremmo potuto ottenere i l'isultati precedenti integrando se- 
paratamente le due equazioni del movimento, e poi eliminando 
t tra esse. 

Se la forza è ripulsiva, in vece di attrattiva, è facile vedere, 
con una leggiera modificazione del procedimento precedente, che 
vi è solamente un caso, e che la curva descritta è un’iperbole il 
di cui asse coniugato giace nell’ intersezione del piano di proie- 
zione e del piano attraente. 

Da questo vediamo che le sezioni coniche sono le sole curve 
che possono essere descritte da un elemento libero che si muove 
in un piano assoggettato ad una forza nella direzione, ed inver- 
samente come il cubo, della distanza perpendicolare da una data 
linea in quel piano. 

E facile investigare l' inversa di ciascuna delle proposizioni 
precedenti; così, prendendo la prima, il nostro problema diviene 

112. Trovare la legge della, forza perpendicolare ad un asse 
affinché un elemento libero possa descrivere una sezione conica. 

Si prenda l’asse per quello delle x, ed il vertice per origine, 
allora l’equazione 

g i = 2mx + nx t (1) 


rappresenterà, prendendo convenientemente in ed n, una para- 
bola, un’iperbole riferita al suo asse trasverso, o un’ellisse ri- 
ferita ad uno degli assi. 

Essendo la forza perpendicolare all' asse, abbiamo 


Quindi 


ed 


dx 

dì 


— c. 


dg 

V -— = me + nxc ; 
dt 


¥ «l +(«*)' = 

J dt ì \dt / 


nc z 
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d*, 

dt 


hiw-m 


1 -L„/ (»> + n xy- 


: - -, nc 
V l 

c* 


r 


C- 


= — {ny- — ni 1 — 2 max - ri 1 * 1 ) 
y* 

• 4 ■> 

c s rn* ,, 

= per 1 equazione (1). 

Pel secondo caso, quello di un’iperbole riferita al suo asse con- 
iugato preso per asse delle x, l’equazione è 


y 2 =p*x* + <?. . 


Quindi 


dy „ d* 
— p* ex , 




dalla quale abbiamo immediatamente 





113. Trovare la forza che deve agire perpendicolarmente ad 
un piano, in termini della distanza da quel piano, affinchè si 
possa descrivere una data traiettoria. 

Si prendano gli assi come Sopra; allora, 1' essendo la forza 
cercata (una funzione della sola y), abbiamo 


* dx 

—L — 0, o — ^ cost. = a, supponiamo ; 
dt* dt 


d ll-Y 

di * 


0 ). 
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Sia y = f(x) l’equazione della curva data, allora 


o per (1), 


r= <r-f" (x) 


= a*f"\f-'(y)\ , 

per l’equazione della curva. Quindi, siccome fh una data fun- 
zione, la legge della forza richiesta è trovata. 

114. E necessario di osservare che, nel caso dell’ Art. 110, 
quando l’elemento attualmente 
giunge all’asse, esso non conti- 
nuerà a descrivere la porzione 
della stessa, cui-va che giaco dal- 
l’altra parte dell’asse, poiché 
ciò porterebbe un cambiamento 
nel segno della costante velocità 
orizzontale. Infatti, è evidente 
che in tali casi l’ elemento aven- 
do descritto ABC, invece di con- 
tinuare il corso Cba descriverà 
attualmente CJJll simile ed e- 
guale a Cba, ma rivolto nella direzione opposta. Ed una simile 
osservazione si applica al problema generale nell' Art. 113’. 


A 



115. È utile notare che i casi di questa specie si riducono im- 
mediatamente ad investigazioni simili a quelle dell’ ultimo Ca- 
pitolo, considerando, separatamente, le equazioni del moto pa- 
rallelo e perpendicolare al piano attraente. 

Ogni volta, quindi, che possiamo determinaj-e eompletameftte 
il moto di un elemento verso un centro di forza, in una linea 
retta, possiamo ancora risolvere completamente il problema del 
moto di un elemento lanciato comunque, ed attratto da un piano 
indefinito; la legge della forza in termini della distanza essendo 
la stessa nei due casi. 


116. Generalmente, quando un elemento è lanciato comunque 
ed assoggettato solamente all'azione di una forza la di cui dire- 
zione è perpendicolare ad un dato piano, c di cui la grandezza 
dipende solamente dalla distanza dal piano; la velocità paral- 
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tela a quel piano è costante; e, nel passare ila un punto qualun- 
que ad un altro, il quadrato dell' intera velocità è alterato per 
una quantità che dipende solamente dalle distanze di quei due 
punti dal piano dato. 

Si prenda l’asse delie y perpendicolare al piano dato, e l'asse 
delle x in esso, in modo che la direzione della proiezione stia 
in xy. Questo sarà evidentemente il piano del moto; e le equa- 
zioni sono 



= !'* + ? (#/, «/,) , . 


V essendo la velocità di proiezione, ed y { la coordinata del punto 
di proiezione; ciò dimostra la proposizione. 

Questo è, evidentemente, un semplice caso particolare del 
principio generale della Conservazione dell’Energia (Art. 72). 

ESEMPII. 

1 . Il tempo per descrivere una porzione qualunque PQ della 
traiettoria parabolica di un elemento sollecitato dalla gravità, è 
proporzionale alla differenza delle tangenti de*gli angoli che le 
tangenti in P e Q fanno con l’orizzonte. 

2. Le mire di un’arma da fuoco sono dirette in modo che la 
palla possa colpire un dato oggetto; mostrare che quando le mire 
sono dirette ad ogni altro oggetto nella stessa linea verticale, la 
palla lo colpirà ancora. 

3. Mostrare che il tempo impiegato da un proiettile per de- 
scrivere un arco della sua traiettoria staccata da una corda fo- 
cale è eguale al tempo della caduta verticale dalla quiete per 
uno spazio eguale alla corda. 

4. Se una bomba scoppia, tutt’i fragmenti ricevendo velocità 
eguali dall’ esplosione; mostrare che il luogo dei fuochi delle tra- 
iettorie dei fragmenti è una sfera, dei vertici uno sferoide schiac- 
ciato, e degli elementi stessi ad un tempo qualunque una sfera. 
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5. Due corpi, lanciati dallo stesso punto A, in direzioni die 
fanno gli angoli a, a' con la verticale, passano pel punto B nel 
piano orizzontale condotto per A\ dimostrare che se t, i' sono i 
tempi della corsa da A a B, 

sen(a — a') _ t'* - /* 
sen(a-fa') t' z + f 4 ‘ 


C. Con quale velocità deve essere tirato un proiettile sotto 
un’ elevazione di 30°, in modo da colpire un oggetto alla distanza 
di 2500 metri sopra una salita di 1 per 40 ? 

7. ABC è un triangolo rettangolo in un piano verticale con 
la sua ipotenusa AB orizzontale; un elemento proiettato da A 
passa per C e cade in B: dimostrare che la tangente dell’angolo 
di proiezione = 2 cosec 2 A , e che il lato retto della traiettoria 
descritta è eguale all’ altezza del triangolo. 

8. Se un corpo è proiettato sotto un angolo a all’orizzonte con 
la velocità dovuta alla gravità in un secondo, la sua direzione è 

inclinata sotto un angolo * all’orizzonte al tempo tan^, e sotto 

u Z 


un angolo al tempo cot^. 

z z 


9. Un piano AB inclinato sotto un angolo a all’orizzonte, con- 
duce su di un piano orizzontale BC ; un elemento è proiettato 
con una velocità Fdal punto A, attraversa il piano AB, e cade 
sul piano orizzontale BC\ se i tempi del movimento da A a B 
e da B a C sono eguali, mostrare che 

_ 2F* sen«(l 4- sen*a) 

— g (1 + 2 sen* a) 4 


1 0. Tre elementi sono lanciati simultaneamente dallo stesso 
punto, e colpiscono simultaneamente il piano orizzontale con- 
dotto pel punto; dimostrare che, se le ampiezze dei loro tiri sono 
in progressione geometrica, i lati retti delle loro traiettorie sa- 
ranno anche in progressione geometrica. 

11. Se u e v sono le velocità nelle estremità di una corda fo- 
cale della traiettoria di un proietto, V x la velocità orizzontale, 
mostrare che 

1 1 1 

u* + v* ~ V x *' 

12. Da un punto in un piano inclinato sono lanciati due corpi 
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con la stessa velocità nello stesso piano verticale in direzioni ad 
angoli retti tra loro; la differenza delle ampiezze dei loro tiri è 
costante. 

13. Una palla è lanciata in un piano verticale che passa pel 
sole, in una direzione inclinata sotto un angolo 0 all’ orizzonte, 
e si osserva che scorrono t secondi dall' istante in cui la palla è 
nella linea che congiunge il punto di proiezione col sole sino a 
che essa giunge di nuovo al suolo, e che T secondi è il tempo 
totale della corsa: mostrare che 


1 tan 0 - 2’tana , 


in cui a è l’altezza del sole. 


14. Trovare un’espressione per la velocità dell'ombra sul 
suolo in 13; e mostrare che la sua massima distanza dal punto 


di proiezione è 


T'* scn 2 (0 - a) 
</sen 2a 


, e che essa arriverà a questa po- 


sizione dopo un tempo SCn ^ — —, V essendo la velocità di 

g cos a 

proiezione. Dimostrare ancora che l'ombra si muove con una ac- 
celerazione uniforme g cotot. 


15. Un elemento è proiettato dalla cima di una torre con la 
velocità che si acquisterebbe cadendo verticalmente per n volte 
l’altezza della torre, trovare l’ampiezza del tiro sul piano oriz- 
zontale condotto pel piede della torre, e mostrare che essa sarà 
un massimo quando l’angolo di proiezione è 


1 

9 


sec 1 (1 


+ 2 n). 


Iti. Due piani inclinati di eguale altezza li, ed inclinati sotto 
lo stesso angolo a all’ orizzonte, sono situati dorso a dorso sopra 
un piano orizzontale. Una palla è lanciata dal piede di un piano 
lungo la sua superficie cd in una direzione che fa un angolo [2 
con la sua linea d’intersezione col piano orizzontale. Dopo di 
esser passata sullo spigolo alla sommità essa cade al piede del- 
l’altro piano; mostrare che la velocità di proiezione è 


0 \lgh cosee (2 \J8 + cosec* a. 

17. Due corpi A,B sollecitati dalla gravità sono proiettati da 
due punti dati nella stessa linea verticale con la stessa velocità 
ed in direzioni parallele; mostrare che se A è più alto di lì, le 
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coppie di tangenti tirate alla traiettoria di i> da punti qualun- 
que della traiettoria di A intercetteranno archi descritti da lì 
in tempi eguali. 

18. Se v,v',v", sono le velocità in tre punti P, Q, li della 
traiettoria di un proiettile in cui le inclinazioni all’ orizzonte 
sono a, a — (2, a — 2*2; e se l, t' sono i tempi per descrivere PQ, 
QE rispettivamente, mostrare che 


,1 1 2 -cos fi 

v"t = vi ' , ed - + —, = i-AL. 

V V V 


11). Se due elementi sono proiettati dallo stesso punto nello 
stesso istante nello stesso piano verticale, con velocità v e v t in 
direzioni che fanno gli angoli a ed a, con l’orizzonte; mostrare 
che l’intervallo tra i loro passaggi per l'altro punto che è co- 
mune alle loro traiettorie è 


2 ri?,sen(a — a,) 

<j v t cos a, + v cos a’ 

20. Se si tira una corda qualunque nella traiettoria di un 
proiettile le velocità dell’ elemento alle sue estremità, risolute 
perpendicolarmente alla corda, sono eguali. 

21. Degli elementi partendo dalla quiete nel punto più alto 
di un circolo verticale scendono per le corde, e possono poi muo- 
versi liberamente; mostrare che il luogo dei fuochi delle loro 
traiettorie è un circolo di dimensioni metà, e che tutte le traiet- 
torie bisecano il raggio verticale. 

22. Se gli elementi scendono per le corde al punto più basso, 
e poi si muovono liberamente, il luogo dei fuochi è una cardioide. 

23. Per quale corda dal vertice di un circolo verticale deve 
scendere un elemento per avere quando cade liberamente la mas- 
sima ampiezza del tiro sopra un dato piano orizzontale? 

24. Trovare il luogo dei fuochi di tutte le traiettorie che pas- 
sano per due punti dati. 

25. L’inviluppo di tutte lo parabole che corrispondono ad una 
data velocità di proiezione è eguale alla traiettoria per la quale 
la direzione della proiezione è orizzontale. 

26. Degli elementi scendono per i diametri di un circolo ver- 
ticale; il luogo dei fuochi delle traiettorie susseguenti è il circolo. 

27. Se due corpi sono lanciati dallo stesso punto, con eguali 
velocità, ed in tali direzioni che essi arrivino entrambi allo stesso 


Digitized by Google 



324 


MOTO PAKABOL1GO. 


punto di un piano la di cui inclinazione all' orizzonte è c se t 
e t' sono i tempi della corsa, ed a è l’angolo di proiezione del 
primo, 

t ,_ t cosa 

sen (a — fi) ‘ 

28. Se il fuoco della traiettoria del proiettile è tanto al di sotto 
del piano orizzontale condotto pel punto di proiezione, di quanto 
il vertice è al di sopra; mostrare che il doppio dell’ angolo di 
proiezione 

= sec _, 3. 

29. Dai punti di un piano inclinato sono lanciati simultanea- 
mente degli elementi in diverse direzioni; se i tempi della loro 
corsa sono gli stessi, mostrare che il loro luogo ad ogni istante 
è un piano parallelo al piano dato. 

30. Un elemento è lanciato al di sopra di un triangolo da un 
estremo della base orizzontale, e, sfiorando il vertice, cado sul- 
l’altro estremo della base. Se a, £ sono gli angoli alla baso, 0 
l’ angolo di proiezione, 

tan 0 = tan a + tan 

31. Per la massima ampiezza del tiro su di un piano inclinato 
condotto pel punto di proiezione, la direzione del moto nel la- 
sciare il piano è ad angoli retti su quella nel raggiungere il 
piano. 

32. Degli elementi sono lanciati dallo stesso punto in un piano 
verticale: 1°, con la stessa velocità verticale, 2° con la stessa ve- 
locità orizzontale; mostrare che in ciascun caso il luogo dei fuo- 
chi è una parabola il di cui fuoco è al punto di proiezione, e 
l’asse verticale, ma il di cui vertice è in su nel caso (1) ed in 
giù in (2). 

33. Se a è l’angolo di proiezione, T il tempo che scorre pri- 
ma che il proiettile colpisca il suolo, dimostrare che al tempo 

T 

- r— l’angolo che la direzione del movimento fa con la dire- 

4 sen 1 a 



34. Se un corpo descrive un arco di una cicloide sotto l’azione 
di una forza parallela alla base, mostrare che questa forza varia 
inversamente come 2 sen 0 — sen 20, 0 essendo l’arco corrispon- 
dente del circolo generatore misurato dal vertice. 
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35. Se la forza perpendicolare ad un piano varia come la di- 
stanza, mostrare che le curve descritte hanno equazioni della 
forma 

y = Aa x + Ba x , j secondo che la forza è ripulsiva 
o y = A cos (mx + B) j 0 attrattiva. 

Trovare le circostanze della proiezione nei due casi affinchè le 
curve siano la catenaria, e la compagna della cicloide, rispetti- 
vamente. 

36. Degli elementi sono proiettati nello stesso piano e dallo 
stesso punto, in modo tale che le parabole descritte siano eguali; 
dimostrare che il luogo dei uertici di queste parabole sarà una 
parabola. 

37. Trovare la direzione della proiezione, con una data velo- 
cità, da un punto dato, affinchè un piano dato, che non passa 
pel punto, sia raggiunto nel minimo tempo possibile. 

38. Mostrare clic la minima inclinazione all' orizzonte con la 
quale un elemento può essero proiettato in modo da colpire ad 
angoli retti un piano qualunque condotto pel punto di proiezione 


Se la direzione della proiezione è inclinata sotto un angolo 0 
al piano, e se la proiezione sul piano di questa direzione è incli- 
nata sotto un angolo 9 alla linea di massimo pendio, mostrare 
che l’ ampiezza del tiro sul piano è 


2 V 1 


9 


senO 
cos* a 


^cos *0 cos l a+sen I 0 sen*a — ~ sen 20 sen 2 a cos 



in cui a è l’inclinazione del piano all'orizzonte. 

39. Un’ellisse è descritta col suo asse maggiore orizzontale e 
doppio del suo asse minore. Dai punti nella metà inferiore di 
questa ellisse degli elementi si proiettano orizzontalmente con 
le velocità che si acquisterebbero cadendo dall’asse maggiore; 
dimostrare che l’inviluppo di tutte le traiettorie paraboliche de- 
scritte è una parabola il di cui fuoco è il centro dell’ellisse, e la 
direttrice è la tangente al punto più alto nel circolo ausiliario. 

40. Degli elementi scendono per i raggi vettori della curva di 
cui l’equazione è r—f( 0 ), il piano della curva essendo verticale e 
0 essendo misurato da una linea orizzontale, dimostrare che il 
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luogo dei fuochi delle loro future traiettorie è la curva' 


r 




41. Per un punto si tira un piano inclinato, e da quelpunto 
si proietta un elemento con una data velocità in modo che la sua 
direzione del movimento quando esso incontra il piano di nuovo 
lo taglia ad angoli retti; mostrare che il luogo del punto d’in- 
contro per differenti posizioni del piano inclinato è un’ellisse. 


42. La forza di attrazione tra due elementi è 


\un- 


m cui m e 


la massa di ciascun elemento, ed*r la distanza tra loro, ed essi 
sono proiettati con eguali velocità dalla stessa parte della linea 
(c) che li congiunge in direzioni non parallele ma egualmente in- 
clinate a quella linea; dimostrare che la traiettoria di ciascuno 
sarà un’ ellisse, una parabola, o un’iperbole secondo che la com- 
ponente iniziale di ciascuna velocità nella direzione della linea 

.... , ,. \I2\wi 

( c ) e minore, eguale, o maggiore di — . 


43. Un elemento perfettamente elastico è proiettato nell' in- 
terno di un prisma fìsso cavo, che sta in piedi sopra un dato 
piano orizzontale. Dimostrare che l’intera lunghezza della traiet' 
toria, che esso descrive prima di arrivare al piano, è indipen- 
dente dalla forma del prisma. 

44. Un elemento perfettamente elastico è proiettato in modo 
da colpire nell’interno una superficie di rotazione di cui l’asse è 
verticale e dato di posizione. Mostrare che i vertici di tutte le 
orbite paraboliche descritte dopo i successivi rimbalzi giacciono 
sopra una superficie che è indipendente dalla superficie di rota- 
zione. 

45. Se a è l’angolo di elevazione richiesto affinchè una palla 
di moschetto abbia una certa ampiezza di tiro sopra un piano 
orizzontale, 0 l’elevazione addizionale richiesta sopra un piano 
inclinato all’orizzonte sotto un angolo p, 

. sen 3 sen 2 a 
tan 0 = fx . 

46. Un elemento pesante è proiettato da un punto dato con 
una data velocità u in modo che l’ampiezza del tiro sopra un 
dato piano inclinato sia la massima possibile; dimostrare che, se 
v è la velocità finale, e si abbassa la perpendicolare sul piano 
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dato dai punto di intersezione dello direzioni iniziale e finale del 

uv 

movimento, la lunghezza della perpendicolare è — . 

47. Un arco cicloidale è situato col suo asse verticale ed il 
vertice in su, ed un elemento pesante è proiettato in modo, che 
dopo di essersi mosso in contatto con l'arco per una distanza fi- 
nita, descriva liberamente una parabola; dimostrare che il fuoco 
della parabola giace sopra una cicloide di dimensioni metà aveute 
la stessa base. 
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CAPITOLO V. 

Forze centrali. 

117. In questa parte del soggetto consideriamo il moto di un 
elemento assoggettato ad una forza di cui la direzione passa sem- 
pre per un punto fisso, e l'intensità è una funzione della distanza 
da quel punto. Il punto fìsso si chiama il Centro di Forza , e la 
forza si dice essere attrattiva o ripulsiva secondo che essa è di- 
retta al o dal centro. La prima, siccome comprende le più im- 
portanti applicazioni del soggetto, la prenderemo come caso di 
paragone; ma si vedrà che un semplice cambiamento di segno 
adatterà le nostre formolo generali alla seconda. Se il centro di 
forza è esso stesso in movimento, i metodi degli Art. 26, 61 , ci 
abiliteranno facilmente a trattarlo come fìsso; ma in questo caso 
f accelerazione relativa non è in generale diretta al centro, sic- 
ché il problema non appartiene più strettamente come si dice 
alle Forze Centrali. Esso sarà considerato più tardi. Se il centro 
si muove uniformemente in una linea retta, i risultati di questo 
capitolo sono applicabili immediatamente al moto relativo. 

1 18. Un elemento è lanciato in un inailo, ed è sollecitato da 
iuta forza P diretta al punto fìsso 0 in quel piano ; determinare 
il moto. 

L'intei'o moto avrà luogo evidentemente nel piano, non essen- 
dovi alcuna forza per allontanare l’elemento da esso. Si prendano 
per assi delle coordinate Ox, Oy , due linee rette qualunque ti- 
rate per 0 ad angoli retti tra loro. Sia M la posizione dell’ele- 



mento al tempo t, si tiri MN perpendicolare ad Ox, e si congiun- 
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gii MO. Sia OX-x, NM=y, OM-r, e l’angolo NOM- 0. Allora, 
x y 

essendo co30=- , senG=-, le componenti di P, parallele agli 
i x y 

assi e nelle direzioni negative, sono P- , P- . Ma per la secon- 

r r 

da legge del moto possiamo considerare le accelerazioni nelle di- 
rezioni delle x e delle y separatamente, ed abbiamo perciò 


dP r I 



(A). 


In queste, siccome P è una funzione di r, e quindi di x ed y, 
i secondi membri conterranno generalmente tutte e due queste 
variabili, e le equazioni si debbono trattare come equazioni dif- 
ferenziali simultanee. I„loro integrali daranno x, y, ~ ^ in 

termini di /; da ciò si conoscerà la posizione e la velocità dell’e- 
lemento ad ogni istante, ed il problema sarà completamente ri- 
soluto. In un caso, però, cioè quando P è proporzionale ad r, la 
prima equazione conterrà x e t, e la seconda y e l, solamente, e 
ciascuna equazione si può integrare da sè. Siccome questo è re- 
seli! pio più semplice di questa classe, e di grande importanza 
nelle sue applicazioni, specialmente all’Acustica e all’ Ottica Fi- 
sica, incominceremo dal considerare questo caso. 


119. Un elemento si muore intorno ad un centro di forza, la 
forza variando direttamente come la distanza: determinare il mo- 
vimento. 


Sia l'accelerazione all’unità di distanza, comunemente chia- 
mata la forza assoluta del centro, allora P = yr, e le equazioni 
(A) diventano 


dP 





(fi). 


gl’integrali delle quali, si vegga l’ Art. 77, sono 


x - Acos| 'Jy.t + B * (1), 

j/=JL'cos[ \]y.l 4- B' j (2), 


A, B, A', B' essendo le costanti introdotte nell’ integrazione, da 
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determinarsi con le circostanze iniziali del movimento. Si con- 
sideri l’elemento proiettato da un punto .sull’ asse delle x, alla 
distanza a dal centro, con la velocità V, ed in una direzione die 
fa un angolo a con Or. Quando t — 0, abbiamo i = a, y = 0, 

= V coso , = T sena. Quindi, 


dt 


a = A eos B , 

0 = A'cosB', 

V cos a = — A <Jy. sen B , 

Vsena = — A' sen B' . 

Sviluppando i coseni in (1) e (2), e sostituendo queste espres- 
sioni per le costanti, otteniamo 

Fcosa . . , . 

r — — - — sen yp + a cos (3) , 

\V- 

V sen a 

V- rr— sen s !p (4), 

V(A 

che contengono la completa soluzione del problema. Eliminando 
t, abbiamo 

iifl i2 

(x sen a — y cos a) ! + y- = a* sen 2 a , 

equazione della traiettoria dell’ elemento; la quale è perciò un’el- 
lisse che ha peu centro 0. Le equazioni (3) e (4) danno valori 

periodici per x, y, — , — , tali che tutte le circostanze del movi- 
dt dt 2|* 

mento saranno le stesse al tempo t + — j- come al tempo t. Il pe- 

2tt V* 

riodo della rivoluzione è quindi — : risultato molto rimarehe- 

vole, essendo indipendente dalle dimensioni dell’ ellisse, e di- 
pende solo dall’ intensità della forza. 

Prendendo g. negativa nelle equazioni (B), possiamo appli- 
carle al caso di una forza ripulsiva che varia come la distanza 
da 0. Nell’integrazione per questa supposizione i seni e coseni 
saranno rimpiazzati da esponenziali, e la curva descritta sarà 
un’iperbole col centro in 0; ma il movimento non sarà di rivo- 
luzione, poiché l’ elemento rimarrà sempre necessariamente sullo 
stesso ramo dell’iperbole. 

120. Ritornando alle equazioni (A), in tutt’i casi, eccetto 
quello che abbiamo ora considerato, sarà più conveniente di tru- 
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sformarle in coordinate polari, specialmente poiché l'equazione 
differenziale polare dell’orbita descritta da un elemento sotti» 
l’azione di una forza centrale si può formare facilmente, come 
segue. 


121. Un demento essendo sollecitato da una forza centrale ; 
si cerca di determinare V equazione polare della traiettoria. 

Moltiplicando la seconda delle equazioni (A), Art. 119, per.r. 
e la prima per y, e sottraendo, abbiamo 


7/ <l*x 
da* y di * 


= 0. 


Integrando. 

x 


djj 

di 



costante — li supponiamo. 


Cambiando le variabili da x, y, ad r, 0, dove ■> - r cosO, 
>/ — r sen 0, abbiamo come nell’ Art. 24 , 


2 d» 

' di = k 


( 1 ), 


o, sostituendo - per r, 
u 


db 

dt, 


Inoltre 


- liu- ( 2 ). 

cos 0 


che dà 


e quindi 


x = r cos 0 

H 

, MsenO+cosO— „ 
dx _ di) db 

di n * dt 


d*x 
dt 1 


— — li ( w sen 0 + cos 0 —'j , per (2); 

=-4 


izcos6 + cosO 


dfu\ db 

m) 


db V dt 


/ d^ll\ 

— — ld a- ^mcosO 4- cos 0 -yjpr j . P er (2). 


Ma. dalla prima delle equazioni (Al. 

drx n . 

Il T = -P««*- 
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(l^JC 

Eguagliando questi valori di — , e dividendo per cosO, ab- 

Cll~ 


biaino 


P = li 1 
d'-u 


, (d'u \ 


dtp + “ h'u*~° 


( 3 ) , 

(4) . 


Questa è l’equazione differenziale dell’orbita descritta; e sic- 
come, in ogni esempio particolare, P sarà data in termini di r, 
e quindi in termini di w, il suo integrale sarà l’ equazione polare 
della traiettoria richiesta. 

122. Essa può ottenersi facilmente con le forinole dell’ Art. 16, 
e siccome questo metodo è utile ed instrnttivo, lo diamo in ag- 
giunta. 

Invece delle equazioni (A) possiamo scrivere evidentemente 
(per gli Art. 16, 63) 


fr_ r ^y = _p 

dt* \dt ) 

1 d //Vo 


le quali esprimono semplicemente che non vi è alcuna forza per- 
pendicolare ad r, e che la forza secondo r è —P sull'unità di 
massa. 

Integrando la seconda equazione una volta, abbiamo, come 
prima, 

*’* ’ ( 1 ). 


, dO . 

r -jr h 


Si ponga per r, come nell'ultimo articolo, ed abbiamo 


dr 

Jt 

db 


1 du _ du 

~u*Tt~~ k dt>' 


dr- - 11 “ dtp' 

Sostituendo questi valori nella prima equazione qui sopra, 
abbiamo 

, , „ drn 

-hUc- ( --h-H^-P, 


dhi , P 
d<r + u Ir 7r ~ 0 


(*)■ 
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123. Gl’integrali generali di M), che sono equazioni differen- 
ziali di secondo ordine, debbono contenere quattro costanti. Una 
di queste è stata già introdotta in (1), e due altre saranno intro- 
dotte dall’integrazione di (4). Se il valore di r in termini di 0 
dedotto dall’integrale di (4) si sostituisce in (1), e poi s’integra 
quell’equazione, s’introdurrà la rimanente costante, e si otterrà 
la traiettoi-ia dell’elemento e la sua posiziono ad ogni tempo. 
Le quattro costanti contenute nelle equazioni risultanti debbono 
essere determinate con le circostanze iniziali del movimento; 
cioè, la posizione iniziale dell’ elemento (dipendente da due coor- 
dinate indipendenti), la sua velocità iniziale, e la sua direzione 
di proiezione. 


124. L’equazione (3) si può usare per conoscere la legge della 
forza centrale che deve agire su di un elemento per fargli de- 
scrivere una curva data. Per effettuare ciò dobbiamo determi- 
nare la relazione tra u e 0 dall’equazione polare dell’orbita pro- 
posta riferita al centro richiesto di forza come polo: dobbiamo 
quindi differenziare due volte u rispetto a 0, e sostituire il ri- 
sultato nell’espressione di JP; eliminando 0, se vi è contenuto, 
per mezzo della relazione tra u e 0. In questo modo otterremo P 
in termini della sola u, e quindi della sola r. 

Quando conosciamo la relazione tra r e 0 da (4), facciamo uso 
dell'equazione (1) per determinare il tempo per descrivere una 
data porzione dell’orbita; o, Viceversa, per trovare la posizione 
dell’ elemento nella sua orbita ad ogni tempo. 


125, L’equazione dell’orbita tra r e p, il raggio vettore e la 
perpendicolare sulla tangente in ogni punto, si può ottenere fa- 
cilmente da (4). Infatti pel Caie. Dif. abbiamo 

d l u 1 dp 

W- +U = jpu* dr ' 


\ 

»• 
I 

d_A r* d0 
dt ~ 2 di ’' 


e quindi 


P = 


h 2 dp 
p 3 dr ’ 


126. Il settore dell" urea descritta dal raggio rettore dell’ ele- 
mento in ogni tempo è proporzionale al tempo. (Art. 24). 

Se A dinota quest’area abbiamo, pel Cale. Dif. 
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c quindi, per l'equazione (1) dell’ Art. 121, 

dA li 
dt~ 2 ’ 

onde A — * ht + G — ^ lit , 

mJ 

C essendo zero se A e t si suppone che svaniscano insieme. Sia 
A’ l’area descritta in un altro intervallo I', allora 



e quindi A : A' 

o sia, le aree descritte in differenti intervalli sono proporzio- 
nali a questi intervalli. Vediamo ancora, prendendo t- 1, che il 
valore di h è due volte l’area descritta in una unità, di tempo. 


127. La velocità dell’ elemento in ogni punto della sua traiet- 
toria c inversamente, proporzionale, alla perpendicolare dal cen- 
tro di forza sulla tangente in quel punto. (Art. 23). 

Infatti Velocità = v =~ 

dt 

ds db 

~ db di 


r* db 
~ pJt' 


pel Cale. I)if. 


(p essendo la perpendicolare sulla tangente dal centro di forza) 


— -, per l'equazione (1) dell’ Art. 121. 
Quindi, come sopra, v come^. 


128. Questa equazione ci abilita ad esprimere li in termini 
delle circostanze iniziali del movimento. Infatti, sia 11 la di- 
stanza del punto di proiezione dal centro, V la velocità, e jì l’an- 
golo che la direzione della proiezione fa con quella di lì. Allora 
evidentemente la perpendicolare sulla tangente al punto di pro- 
iezione = Il seti (5 ; 


o 

quindi 


V — 


h .= 


h 

Jìsen^ 

ITìsenf. 
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Inoltre, poiché pel Cale. Dif. 


1 -, ! (— V 

P*~ u + \3ò/ ’ 

-«4 - ( M + [dO ) ) ’ 


altra importante espressione per la velocità. 

129. La velocità in un punto qualunque di un'orbita centrale 
è indipendente dalla curva descritta, e dipende solamente dalla 
intensità e legge della forza, la distanza del punto dal centro, e 
la velocità e distanza di proiezione. 

Si moltiplichino le equazioni (A) Art. 118, per--, -jj rispet- 
tivamente, e si aggiungano, allora 

dx d ì x dy d*y P / dx ' dy\ 
dì dì* + di dì* ~~ r\dt 4 9 li) 

=-p d ;. 

dt 

^Poiché x- 4 -y* — r* , abbiamo x~+y ~ = r ~ ') . 


Quindi 


<Uf) _ o „ f ir 

dt “ dt ' 


Ancora, essendo P una funzione di r, sia I J = »'(V), allora 


\ v* = C - j (r) dr 


= C- 9 (r). 

Nel punto di proiezione r = T', r = H; e quindi 

onde l v* - V* = ? f 11) - <f (r) , 

il che dimostra la proposizione. (Si confronti l’Alt. 72). 
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130. La velocità di un elemento in un punto qualunque di 
un’orbita centrale è la stessa di quella che si acquisterebbe da 
un elemento che si movesse liberamente dalla quiete lungo un 
quarto della corda di curvatura nel punto , condotta pel centro 
di forza, sotto V azione di una forza costante, la di cui intensità 
è eguale a quella della forza centrale nel punto. 

Dall’ Art. 129, 

*&)_ un dr 
dt dt ' 


0 


E per l’ Art. 127, 



= - P. 



Differenziando il logaritmo di questa, otteniamo 

1 dv 1 dp 

v dr p di- 


ti, dividendo la prima equazione per questa, 

v* = Fp£ = 2pZ^ 

dp r 4 dp 



in cui q è la corda di curvatura condotta pel centro. Quindi la 
proposizione, Art. 76. 

Segue da ciò che la velocità, V, di un elemento che si muove 
in un circolo di raggio i?, sotto l'azione di una forza qualunque 
1‘ al centro, è data dall’equazione 

7* = Pi? , 


espressione semplice, e molto utile. 

I risultati degli ultimi articoli si possono ottenere nel modo 
seguente. 

Dagli Art. 44 e 59 

= Parte risoluta di P secondo la tang. dell’orbita — — P ~. .( l i, 
dfr ds 


v * 

o 


Parte risoluta di P secondo la normale 



r 


( 2 ). 
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Si moltiplichi (1) per — e s’integri, allora 


33Ì 


Da (2) 


XM)' ->-!**■ 
M) 


2 PX- 


t 2 P- 


Inoltre se in (2) si pone - per v, Art. 127, ed r — per p, ot- 
teniamo 

JL- = rP 

. dr r ’ 

p-f-— 
rlp • 

O /' = — y- , 

P' 1 or 

die è il risultato contenuto nell’ Art. 125. 

131. Dee. Un Apside è un punto in un'orbita centrale nel 
quale il raggio vettore è un massimo o un minimo, ed il valore 
corrispondente del raggio vettore si chiama una Distanza Ap- 
sidale. * 

_ (Iti 

Le condizioni analitiche per un tal punto sono che — svani- 
sca, e che il primo coefficiente differenziale seguente che non 
svanisce sia di ordine pari. Per la prima condizione la tangente 
in un apside è perpendicolare al raggio vettore. 

Ogni Iblea apsiilale divide l’orbita in due parti eguali e simili. 
(Iti 

Infatti ~ cambia di segno nel passare per un apside, e quindi 


essendo 


(-Y 

\d<) / 


una funzione di u, f(u) supponiamo, se da una 
(111 

parte dell’ apside è rappresentata da + sjf (»), dall’altra parte 
sarà rappresentata da — \jf (u) . 

43 
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Quindi se A è un apside, 0. il centro ili forza, ed OP, OQ due 



linee qualunque in parti opposte di OA ed egualmente inclinato 
ad essa, abbiamo 

/•JL 

' , ( u, 

ang. QUA -.= 


j \ 7» 

00 


aiig. -107' 


/•J. 
/ 0/* 




t v7 («) ' 

OA 


(Nota. Questi integrali non hanno significato se vi è un apside 
in Al* a in AQ, poiché allora essi contengono un elemento in- 
finito). 

/ dt* 1 ,i '* f?W 

I t X /A«) + i v7(«) = ’ 


Quindi 


OQ 

l 


OA 


/ 0P 

o I — ,-tt — = 0 identicamente. 

/ t \VYm) 
òy 

Quindi, su ? e y si prendono così vicini ad A, che nessun 
apside oltre di A sia compreso tra essi, il che evidentemente è 
sempre possibile, a meno che l’orbita non sia un circolo col cen- 
tro in 0 , abbiamo 

OP - OQ , 
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ciò mostra che due raggi vettori qualunque in parti opposte di 
OA , ed egualmente inclinati ad essa, sono eguali. Quindi le 
parti AP, AQ, in cui OA divide l’orbita, sono eguali e simili, 
finché nessuna di esse contenga un apside. Ma se I* è un apside, 
è evidente che Q ne sarà un altro, e quindi, la porzione dell’or- 
bita tra P 0 l’ apside seguente essendo simile ed eguale a PA, 
e lo stesso essendo vero per Q, queste nuove porzioni sono sim- 
metriche rispetto ad OA, e cosi di seguito: e la proposizione è 
completamente dimostrata. 


132. Iti uri orbita centrale non ci possono essere più di due 
distanze apsidali. 

Infatti, poiché le porzioni dell’orbita in parti opposte di un 
apside sono simili, l’elemento dopo di aver passato due apsidi 
deve pervenire ad uno ad una distanza eguale con quella del 
primo, indi ad uno ad una distanza eguale con quella del se- 
condo, e cosi di seguito. Quindi non vi possono essere che duo 
distanze apsidali. 


133. Quando la forza centrale varia come una potenza della 
distanza, possiamo ottenere il risultato precedente, come anche 
l’ equazione per detei'minare le distanze apsidali, direttamente 
dall’equazione (4) dell’ Art. 121. Si supponga P= [«*“, allora 
abbiamo 


<?% 

d'P 


+ u 


ÌP 


(/ «-2 


=. 0. 


du 

Moltiplicando per 27z 2 ed integrando, abbiamo 



2u 




+ C. 


Si supponga l'elemento proiettato con una velocità eguale a 
q volte la velocità dall’ infinito alla stessa distanza, e sia c. il va- 
lore iniziale di u, allora quando u~c , 

e* = e*” 1 (Art, 95) ; 

n — 1 

onde C = (q- — 1 ) — c ,t_l ; 

11 — 1 

• j- , , (/ du\ 2 , I 2a ( _ I 

0 quindi IP j A M- J = — l » b (T - *) « )• 
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Per determinare le distanze assidali dobbiamo porre ^ = 0, 


il che dà 


«"-> - -- 1} u* + (q* - 1) c"-' = 0. 


La forma di questa equazione mostra che essa può avere al 
più due radici positive, le quali sono perciò le due distanze 
apsidali. 

Benché non vi possano essere più di due distanze apsidali, vi 
può essere un numero qualunque di apsidi, e l’angolo tra due 
distanze apsidali consecutive si chiama l’angolo apsidale. Gene- 
ralmente, per determinare quest’angolo, si deve trovare prima 
l’ equazione dell’ orbita per il caso particolare che si considera; 
ma l’angolo apsidale si può determinare approssimativamente 
per ogni legge di forza, senza trovare prima la forma dell’orbita, 
se supponiamo che essa non differisca molto da un circolo. 


134. Un elemento si rivolge in un’orbita che è mollo prossi- 
mamente circolare, ecl è sollecitato ila una forza centrale che 
varia come una funzione qualunque della distanza ed è diretta 
verso il centro del circolo; determinare l' angolo apsidale. 

Se poniamo V nella forma ;a« 2 z ( u ) l’equazione differenziale 
dell’orbita è 


d*u ;j. 

jp + «-j;9(«) = 0. 


Se l'orbita fosse circolare, avremmo 


a -- 


- c 


e 



nel qual caso 


h* 


~?(c) = 0 


(a). 


Quando l’orbita è molto prossimamente circolare possiamo 
porro u = c + x, in cui x è sempre molto piccolo. Quindi 

d ì x >JL 

à ^ + c + z-£?(c + :r) = 0, 

o ^ + c + x — -p j 9 (c) f x tp'(c) ! = 0 , prossimamente: 
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ed (a) ci abilita a ridurre questa a 
o, con una seconda applicazione di (a), 

*** ìi c ?’(c)ì 0 

^ i wj ■ 

l' integrale della quale è (Art. 81) 

(Ijc « 

Quindi il valore generale di 0 che rende — -0, è dato dall e- 


qu azione 


vi 


/ 1- 


?(C) 


0 + B = wk, 


« essendo un intero qualunque; e per conseguenza la differenza 
tra due valori successivi qualunque di 0 è 


«?(€))• 
5(c) ) 


V 


l’angolo apsidale approssimato. 

Così se la forza varia direttamente come 1 « n,a potenza della 
distanza, abbiamo 

(?(u) \i.u~ n \ e c(«) = Jt - '*"*, 

onde c'(!t) = — (« + 2) m - " -3 , 


e l’ angolo apsidale è 

11 

x /(3 + n) 

Questo mostra che n non può essere minore di — 3, o che la 
forza non deve variare secondo una potenza inversa della distanza 
maggiore della terza, se il circolo col centro nel centro di forza 
deve essere un’ «approssimazione alla traiettoria dell elemento: e 
l’investigazione tornisco un esempio semplice della determina- 
zione della Stabilità Cinetica, che non possiamo discutere in 
questo trattato elementare. 
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Per trovare la legge della forza affinchè l’angolo apsidale nel- 
l’orbita prossimamente circolare sia eguale ad un angolo dato, 
a supponiamo, abbiamo 


r 



dalla quale 


?'(f) 

?(c) 


o, con r integrazione, 






onde ?(c) = Cc aa ; 

3- — 

e quindi la legge della forza, nu\(u), è ;j.h' 

Cosi per a-" abbiamo il quadrato inverso della distanza, per 

a ~ la legge della distanza diretta, mentre a = — - corrisponde 
" V-3 

ad una forza centrale costante. 


135. Un elemento è proiettato da un dato punto in una data 
direzione e con una data velocità, e si muove sotto V azione di 
una forza centrale che varia inversamente come il quadrato della 
distanza ; determinare V orbita. 

Abbiamo P=\LU*, e quindi 




l’ integrale della quale è 


n - p = A cos (0 + lì), 
o, come si suole scrivere, 

TJ. ( ) 

u = U jl ■[ e cos(0 - a)[ 


( 1 ). 
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Questa dà l ~ = — e sen (0 - a) (2). 


Sia B la distanza del punto di proiezione dal centro; f l’an- 
golo, e Fla velocità, di proiezione; allora quando 0=0, 


I „ /I du\ 

u = — , cot 3 = — I - — ) 

II 1 \M <70 / 0 =o 


Quindi, da (1) 
e, da (2), 

Da queste, 
ed 


1/2 i 

— — 1 —c cosa, 
;j A 

li*- 


\j.B 


cot S = — e sen a. 


tana = 


h- cot fi 
\iB - h 2 


e 1 = 


;** 

•w- 


cosec 


io 


2 /(* , 


(3) , 

(4) . 


Ma 7< 2 - F*7i 2 sen*f , Art. 128; 

_ V t Jl sen f cos f 


perciò 

ed 


tan a 


e- = 


;a - F 2 77 sen 2 f 
F* Ji 2 sen* f / 2 F 2 \ 


I* 




... (3') 

•• (4'). 


Ora (1) è l'equazione polare generale di una sezione conica 
rispetto al fuoco; e, siccome la sua natura dipende dal valore 
dell’ eccentricità e data da 14'), vediamo che 


se 


V* ; 
F* - 
F* < 


71 ’ 

2;j. 

' 71 ’ 
2jjl 
77 ’ 


< > 1, e 1’ orbita è* un" iperbole , 


e=l, una parabola, 

e < 1, un’ellisse. 


136. Per l’Art. 95, il quadrato della velocità dall’infinito alla 

2u 

distanza B, per la legge di forza che stiamo considerando, è , 

e le condizioni precedenti si possono esprimere perciò più conci- 
samente dicendo che l’orbita sarà un'iperbole, una parabola, o 
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un' ellisse, secondo che la velocità di proiezione è maggiore, 
eguale, o minoro della velocità dall’infinito. Si trovalo illustra- 
zioni di questa proposiziono noi casi delle comete e degli sciami 
meteorici. 


La velocità di un elemento che si muove in un circolo si prende 
spesso come termine di paragone per valutare le velocità dei 
corpi nelle loro orbite. Per la legge di gravitazione della forza, 
della quale ora si tratta, il quadrato della velocità in un circolo 


di raggio lì è e le condizioni precedenti si possono espri- 
mere in altra forma dicendo che l’orbita sarà un’iperbole, una 
parabola, o un’ellisse, secondo che la velocità di proiezione è 


maggiore, eguale, o minore di y'2 volte la velocità in un cir- 
colo alla stessa distanza. 


137. Supponendo che l’orbita sia un’ellisse, otterremo il suo 
asse maggiore ed il lato retto nel modo più facile con un diverso 
procedimento nell’ integrare l’equazione differenziale. Moltipli- 
(Iti 

candola per 27i s — ed integrando, otteniamo 
<70 


'"!(l)’ + “’ì=‘”= c+2 '”' 


Ma quando u = — , v — V\ il che dà 

r - r* _ ^ • 

lì' 


quindi li 2 j(^) + «*} = t-* = V 2 - + 2gu (5). 

Ora per determinavo le distanze apsidali, dobbiamo porro 


(lH - = 0 - 
<70 


e questa ci dà la condizione 


2;i 2 j. V 2 n 


(«), 


che è un’equazione quadratica le di cui radici sono i valori re- 
ciproci delle due distanze apsidali. Ma se a è il semiasse mag- 
giore, e l’eccentricità, queste distanze sono 

a (1 — e) ed a (1 -f <■). 


Digitized by Coogle] 



FORZE CENTRALI. 


341 


Quindi, siccome il coefficiente del secondo termine di (6) è la 
somma delle radici con i loro segni mutati, abbiamo 

1 1 2{X 

a (1 — e) ^ a (1 + e) ~~ h* 1 

o a (1 — e*) = — .(7). 

E, siccome il terzo termine è il prodotto delle radici, 

1 2 [A V* 

n* (1 — e*) A*R h* 

1 2 v * 

a 11 n (8) ' 

Sostituendo quindi j* per — 7* in (5), abbiamo 

/ 

r* = jA(2 «*-£) (9). 


Le equazioni (7) ed (8) danno il lato retto e l’ asse maggiore 
dell’orbita, c mostrano che l’asse maggiore è indipendente dalla 
direzione della proiezione. 

L’equazione (9) dii un’utile espressione per la velocità in un 
punto qualunque. 


138. Il tempo per descrivere un dato angolo si deve ottenere 
dalla formola, 



= \] j ;a<z (1 — e 1 ) | , per l’ equazione (7). 

Da questa, combinata con l’equazione polare di una sezione 
conica rispetto al fuoco, abbiamo 

di _ r 1 

(IO " V ! (! - e*) i 

= . // «»( 1 . 

V \ [A / (1 + e costì) 1 ’ 

misurando l'angolo dall’apside più vicino. Per integrare que- 
sta, sia 

„ sentì 

e = - 7 . 

1 + e cos 0 

44 
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1 1 - e* 

-(1 + ecosO) 

de _ co3 0 + e _ e e 

01 a d6 ~ (1 + e costì)* — (1 + c costi)* 

_1 1 1 — e* 1 

~ e 1 -f e cos 0 e (1 + e cos G) 1 1 


(1 + e cos 6) 


i* 1 - e* + 1 - e*J 1 


dQ 

■f e cos 0 


b il sec* s dO 

e senQ ^ 1 I 2 

1 — e 1 1 + e cos 9 ' 1 — e* I 0 ’ 

I (1 + e) + (1 - e) tan* ^ 


1 - e* 1 + e cos ( 


c ) 


a-e*y- 
(se e < 1); 


« Ben» 1 ^jV(e+l)cos|+V(e-l)sen°-j 

* e*-l 1+ecosO , j°®l 0 flf 

(c*-l)* (\/( e +l) C09 2 — V( e- l) sen ^) 

(se e > 1). 

Quindi il tempo per descrivere, intorno al fuoco, un angolo 0 
misurato dall’apside più vicino è, nell’ellisse, 




1+ecosOj 


e, nell’iperbola, 

laH (V(e+l)w>s|- N /(c-l)8e4) 

(v(«+l)cos- + ^/(c— l)sen- 

139. Nella parabola, se d è la distanza apsidale, l’integrale 
diviene 

[poiché e = 1, a(l - e) = d, n(l - e*) = 2d j, 
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HT/ 


d 0 

(1 + cos 6) 1 
« 

sec* s do 


-m 


ì 1. ,0 
tan 2 + 3 tan 2 


)• 


140. Dal risaltato per l’ellisse vediamo che il tempo periodico 

la 3 . 

è 2ny — . Questo si potrebbe anche trovare dalla considera- 
zione dell’equabile descrizione delle aree dal raggio vettore - 
2 area dell’ellisse 


Cosi 


T= 


27ta J J (1 — e*) 


\^| IJ-a (1 — e*) | 

= 2 = J a -. 

V [A 

Nulla notazione comunemente impiegata, abbiamo 


n 


in cui », che si chiama il Moto Medio , è 

>/$• 

141. Con calcolo laborioso da un’immensa serie di osserva- 
zioni dei pianeti, e di Marte in particolare, Keplero enunciò le 
seguenti leggi dei moti planetarii intorno al Sole. 

I. I pianeti descrivono Ellissi di cui il Sole occupa un fuoco. 

II. Il raggio vettore di ciascun pianeta descrive aree eguali in 
tempi eguali. 

III. I quadrati dei tempi periodici di due pianeti qualunque 
sono come i cubi degli assi maggiori delle loro orbite. 
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142. Dalla seconda di queste leggi conchiudiamo che i pianeti 
sono ritenuti nelle loro orbite da una forza centrale che tende al 
Sole. Infatti, 

Se il raggio vettore di un demento che si muove in un piano 
descrive aree eguali in tempi eguali intorno ad un punto in quel 
piano, la fona risultante sull’ elemento tende a quel punto. 

Si prenda il punto per origine, e siano x,y le coordinate 
dell'elemento al tempo t\ X, Fle forze che agiscono su di esso, 
risolute parallelamente agli assi; le equazioni del moto sono 


d t x 

dfi' 


X, 


dhj 
dt * 


= Y. 


( 1 ). 


dA 


Ma per ipotesi, se A è l’area descritta dal raggio vettore, — 
* dt 


è costante. 
Quindi, 


„ dA dii dx 


, d-u d*x 

Differenziando, x — — y-j^ = 0; 

o, per (1), xY—yX = 0. 

Quindi yr = — , 

A X 

e pel parallelogrammo delle forze (Art. 61) la risultante di X 
ed y passa per l’origine. 


143. Dalla prima di queste leggi segue che la legge della forza 
è quella del quadrato inverso della distanza. 

L’ equazione polare di un’ Ellisse riferita al suo fuoco è 
2 

u = -j (1 + e costì), 

in cui l è il lato retto. 

d*« 2 e . 

Quindi, - = - — costì, 

e perciò la forza al fuoco richiesta per la descrizione dell'ellisse 
è (Art. 121) 

J ’ = 0 ? + “) 
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Quindi, se l'orbita è un’ellisse, descritta intorno ad un centro 
di forza al fuoco, la legge della forza è quella del quadrato in- 
verso della distanza. 

144. Dalla terza ne segue che la forza verso il Sole che agisce 
sull’unità di massa di ciascuno dei pianeti è la stessa per ciascun 
pianeta alla stessa distanza. 

Infatti, nella forinola nell’ Art. 140, T- non varierà come a r ‘ 
a meno che ;a non- sia costante, cioè a meno che la forza assoluta 
del Sole non sia la stessa per tutt’i pianeti. 

Troveremo in seguito (Cap. XII) che per più ragioni le leggi 
di Keplero sono solamente approssimate, ma la loro enunciazione 
fu sufficiente per abilitare Newton a proporre la dottrina della 
Gravitazione Universale; vale a dire che ogni elemento di mate- 
ria nell’ universo attrae ogni altro con una forza la di cui dire- 
zione è quella della linea che li congiunge e la di cui grandezza 
è direttamente come il prodotto delle masse, ed inversamente co- 
me il quadrato della distanza. 

ESEMPII. • 

1. Un elemento descrive un’ellisse sotto l’azione di una forza 
diretta sempre al centro, determinare la legge della forza. 

La forza P è come la distanza r. Questo esempio è l’ inverso 
dell’ Art. 119. Si vegga anche l’Art. 125. 

2. Un elemento descrive una sezione conica sotto l’azione di 
una forza diretta sempre ad uno dei fuochi, trovare la legge 
della forza. 

P è come-;. L’inverso dell’ Art. 135. Si vegga anche 
r- 

T Art. 143. 

3. Trovare la legge della forza, tendente al polo, sotto l’azione 
della quale un elemento descriva una spirale equiangola. 

1 

P come — , . 
r 3 

4. Trovare la legge della forza con la quale un elemento possa 
descrivere la lemniscata di Bernoulli, il centro di forza essendo 
il nodo. 

P come — = . 
r‘ 
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5. Trovare la legge della forza con la quale un elemento possa 
descrivere un circolo, il centro di forza essendo nella circonfe- 
renza del circolo. 

v 1 
F come — . 
r 3 


6. Trovare la legge della forza con la quale un elemento possa 

/ 0 Y* 

descrivere la spirale r = a I sec^ ) , il centro di forza essendo il 


polo della spirale. 


P come 


1 

-J«- 2 ' 


[Mostrare che questo risultato non è vero per n — 1, spiegare 
perché è in difetto, e trovare il risultato esatto]. 

7. Trovare la legge della forza affinchè un elemento descriva 

sen 2 0 

la cicloide di Diocle, r=2o — r , il centro di forza essendo il 

cosO 

polo. 


P come 


cosce*!! 


[Qui 0 si deve esprimere in termini di >* nel valore di P|. 

8. Un elemento è proiettato da un dato punto in una data di- 
rezione con la velocità che acquisterebbe cadendo al punto di 
proiezione da una distanza infinita, ed è sollecitato da una forza 
che varia inversamente come la potenza « ma della distanza, de- 
terminare T orbita. 

Sia V la velocità iniziale, ^ l’angolo di proiezione, ed Pii 
valore iniziale di r. L’equazione polare della traiettoria richiesta è 


n-3 


/ r\ t „ n-3 . 

( — j — cosecp cos — — 0. 


9. Un elemento, sollecitato da una forza centrale che varia 
inversamente come la quinta potenza della distanza, è proiettato 
in una direzione qualunque con la velocità daH’infinito; trovare 
l’orbita. 

La sua equazione è r—R cosec^ sen(£— 0), ^ essendo l’angolo 
di proiezione, e la linea che congiunge il punto di proiezione col 
centro essendo presa per linea iniziale. 
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10. Un elemento Bollecitato da una forza centrale che varia 
inversamente come la quinta potenza della distanza è proiettato 
da un dato punto con una velocità che sta alla velocità dall’ infi- 


nito come 5 a 3, in una direzione che fa un angolo sen“ 


, 2^6 

5 


col raggio vettore; trovare l’ orbita. 

V3t , 1 — e v*(0+*) 

2 l + e'2(0 +!1 ) ’ 


in cui JR è la distanza iniziale, ed a una costante da determi- 
narsi con la posizione della linea iniziale. 


11. Un elemento sollecitato da una forza, che varia in parte 
come la terza potenza inversa, ed in parte come la quinta po- 
tenza inversa della distanza, è proiettato con la velocità dall’in- 
finito sotto un angolo con la distanza, di cui la tangente è \! 2, 
le forze essendo eguali al punto di proiezione; determinare 
l’orbita. 


11 - 



12. La forza che tende al centro di un circolo di raggio a es- 

, ( 2 « 3 
sendo p Ir + — 

descriverà il circolo; e mostrare che se la velocità è subitanea- 
mente raddoppiata l’ elemento verrà ad un apside alla distan- 
za 3 a. 

M S 

13. Se P — 2p — ed un elemento è proiettato sotto un 

C " 1 

angolo di 45° con la distanza iniziale (72=)-, con una velocità 

che sta alla velocità in un circolo alla stessa distanza come ij 2 
a ^3, trovare la curva descritta. 


j , trovare la velocità con la quale un elemento 


r= 22(1-0). 

14. Se un elemento è sollecitato da una forza centrale che va- 
ria inversamente come la settima potenza della distanza, ed è 
proiettato da un apside con una velocità che sta alla velocità in 
un circolo alla stessa distanza come 1 a \/3; trovare l’equazione 
della curva descritta 

r 1 = IP cos 2 (0 + a). 


15. Un elemento, sollecitato da una forza che varia inversa- 
mente come il cubo della distanza, è proiettato da un dato punto 
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con una velocità qualunque in una direzione qualunque ; classi- 
ficare le traiettorie descritte secondo le circostanze della proie- 
zione. Le curve in questione si chiamano le Spirali di Cotes. 

16. Un elemento proiettato in un modo qualunque è solleci- 
tato da una forza centrale che varia inversamente come la quinta 
potenza della distanza, determinare l’ orbita. 

Essendo P — una soluzione del problema si ha in 

- i-e ** 

FPsen (3 1 + c®’ 2 ’ 


Dando a 2 il segno positivo o negativo, abbiamo una spirale 
che ha un circolo assintotico interno o esterno, il raggio di que- 

• a / 1 X 

sto cerchio essendo in tutti e due i casi — - ■ , . 

V/tsen p 

17. Un elemento è proiettato da un apside alla distanza 

y Ih ® 

ed è sollecitato da una forza centrale — • -f — , li essendo il dop- 

m 1 r 3 


pio dell’area descritta nell’unità di tempo; trovare l’equazione 
dell’orbita ed il tempo per descrivere un angolo dato. 


r‘ 


mh 

f+P’ 


t = mtan * 0. 


18. Se un elemento si muove sotto l'influenza di una forza con- 

n y 

frale — + mostrare che l’equazione dell’orbita è generai - 
r- r 3 

mente della forma 

a 

y — . 

1 — e cos (ifcO) 

Nel caso in cui la proiezione ha luogo in un apside, la distanza 
apsidale essendo e v essendo eguale ad /i 2 , mostrare che l’e- 
quazione della traiettoria è 

2v.li* 

T ~ 2 h 3 + j i? 0 1 ' 

e che il tempo per descrivere un angolo a è 

- tan 0 ( 0 ì sen 20 ) in cui tan 0 = — j^-r- . 
a \ 2 / \/(2/P) 

19. Se r è la velocità, e P la forza alla distanza r in un’or- 
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bita centrale, e se v',P',r' sono simili quantità per il punto 
corrispondente del luogo del piede della perpendicolare sulla 
tangente, mostrare che 

2V ' v'* 


20. Un elemento legato ad un estremo di un filo elastico si 
muove sopra un piano orizzontale levigato, l' altro estremo del 
filo essendo fisso ad un punto nel piano. Se la traiettoria dell’e- 
lemento è un circolo, mostrare che il tempo periodico è come 




ed r essendo la lunghezza naturale e la distesa del 


filo. Se l’orbita è prossimamente circolare, trovare l’angolo tra 
gli apsidi. 

21. Un elemento è proiettato in modo tale da descrivere una 

spirale reciproca di cui l'equazione è 0 = -; mostrare che il tem- 

r 


po per compiere r»i ma rivoluzione — ; — . 

2 n (« — l)it 

22. Se P è una forza centrale che attrae una catenaria, e p è 
la perpendicolare sulla tangente in un punto qualunque dal cen- 
tro di forza; allora la forza che farebbe rivolgere un elemento 

JJ 

nella curva formata dalla catenaria è come 

pi 


23. Trovare il tempo in cui un elemento si muoverebbe dal 
vertice all’estremo del lato retto di una parabola, il centro di *• 
forza essendo al fuoco; e mostrare che se la velocità è quivi su- 
bitaneamente alterata nel rapporto di m ad 1 (m essendo < 1) il 
corpo procederà a descrivere un’ellisse, di cui l’eccentricità è 

(1 — 2m 2 + 2 ni*) 2 

24. Una superficie sferica è descritta nello spazio, avendo nel 
suo centro una forza che varia inversamente come il quadrato 
della distanza; mostrare che se un elemento si fa cadere da que- 
sta superficie e si proietta in una direzione qualunque in rrn mo- 
mento qualunque della sua discesa con la velocità acquistata, 
esso si muoverà in un’ellisse, l’asse maggiore della quale ò e- 
guale al raggio della sfera. 


25. Se l'orbita della Terra si suppone un circolo esatto, e si 
suppone che una cometa descriva intorno al Sole un’ orbita pa- 

45 
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rabolica nello stesso piano; mostrare clic la cometa non può pos- 
sibilmente continuare dentro l’orbita della Terra per più della 
2 \ n,a 

— ) parto di un anno. 

2G. Se un elemento ò proiettato in modo da essere sotto l’in- 
fluenza di una forza centrale che varia inversamente come il qua- 
drato della distanza, con una velocità eguale ad n volte la velo- 
cità in un circolo alla stessa distanza; l’angolo a tra l'asse mag- 
giore e questa distanza si può determinare dall’equazione 

tan (a — f) = (1 — li 1 ) tan £ , 

p essendo l'angolo tra il raggio vettore e la direzione della pro- 
iezione. 

27. Un elemento descrive una parabola inforno ad un centro 
di forza (come D~*) clic risiede in un punto della circonferenza 
di una data ellisse di cui i fuochi sono nella circonferenza della 
parabola; mostrare che il tempo per passare da un fuoco all'altro 
è lo stesso, in qualunque punto della circonferenza dell’ellisse 
si ponga il centro di forza (Art. 1G0). 

28. Un elemento si muove intorno ad un centro di forza, e la 
sua velocità in ogni punto è inversamente proporzionale alla di- 
stanza dal centro di forza; mostrare che la sua traiettoria sarà 
una spirale logaritmica. 

29. Un elemento descrive una curva intorno ad un centro di 
forza, e la sua velocità è come —, trovare la legge della forza e 

. T equazione della traiettoria. 

1 /YY“' 

Pcome ,-5STT> = cos { (» — 1) 0 + a } . 

30. Un elemento è proiettato in una direzione qualunque da 
una estremità di una linea retta uniforme, ogni elemento della 
quale lo attrae con una forza proporzionale alla distanza, dimo- 
strare che l’elemento passerà per l’altra estremità. 

31. Un elemento proiettato in una data direzione con una data 
velocità ed attratto verso un dato centro di forza ha la sua velo- 
cità in ogni punto alla velocità in un circolo alla stessa distanza 
come 1 a \l 2; trovare l’orbita descritta, la posizione dell'apside,. 
e la legge della forza. 
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82. Un elemento è proiettato da un dato punto con una data 
velocità ed è sollecitato da una forza centrale elio varia inversa- 
mente come il quadrato della distanza; mostrare che qualunque 
sia la direzione della proiezione il centro dell’orbita descritta 
giacerà sulla superficie di una certa sfera. 

33. Trovare il luogo del centro di forza affinchè una cicloide 
si possa descrivere con velocità uniforme, c trovare la legge della 
forza al centro mobile. 

34. Se un elemento si rivolge in un circolo di raggio r, intorno 
ad un centro di forza alla distanza a dal centro del circolo, mo- 
strare che il tempo dalla distanza r all’apside più vicino è 


3 4 



in cui ^ è la forza iniziale; e clic il tempo periodico ò 


2 



(r - a) V? ’ 


dove 9 è la forza all’ apside più vicino. 

35. Mostrai'e che la sola legge di forza centrale per la quale 
la velocità in ciascun punto dell’ orbita sia eguale a quella in un 
circolo alla stessa distanza è quella della terza potenza inversa, 
e che l’orbita è la spirale logaritmica. 


36. Un elemento descrive un’iperbole equilatera intorno ad 
un centro di forza nel centro, mostrare che un angolo 0 dalla li- 
nea apsidale è connesso coi tempo t della sua descrizione dalla 
formola 


sen 20 = 


- 1 


37. Se più elementi, che descrivono circoli diversi nello stesso 
piano intorno ad un centro di forza come J)~ 3 , partono insieme 
dallo stesso raggio, trovare la curva in cui essi giacciono tutti 
quando quello che si muove nel circolo di raggio a ha compiuto 
una rivoluzione. 

38. Se l’m» potenza del tempo periodico è proporzionale al- 
1 ’ « ,na potenza della velocità in un circolo, trovare la legge della 
forza in termini del raggio. 
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39. Se v è la velocità di un elemento che si rivolge in un’el- 
lisse intorno al centro, v' la sua velocità quando la direzione del 
suo movimento ò ad angoli retti con la prima direzione, il tempo 

per descrivere l' arco intercetto = - 7 - sen~‘ 

[uib 


40. Un elemento si rivolge in un circolo intorno ad un centro 
di forza nel centro, la forza come -^; la forza assoluta si au- 


menta subitaneamente nel rapporto di in: 1 quando l’elemento è 
in un punto assegnato della sua traiettoria, e quando l’elemento 
giunge di nuovo allo stesso punto la forza assoluta si aumenta 
di nuovo nello stesso rapporto; mostrare che la traiettoria che 
l'elemento descriverà è un’ellisse di cui l’ eccentricità 



41. In una curva descritta da un elemento sotto l’azione di 
una forza centrale l’ angolo tra il raggio vettore 0 la tangente 
varia come il tempo. Trovare la curva c la legge della forza. 

42. Mostrare che l’angolo apsidale ò lo stesso per differenti 
distanze apsidali, solamente quando la forza ò come una po- 
tenza della distanza. 

2a • 7i* h 1 

43. Dato P = - — - — i- - . r , determinare la traiettoria. Mostrare 

r* )"* 

che nel caso particolare della proiezione fatta alla distanza a, 
e con velocità = — *J2, l’equazione dell’orbita è 

r = a (1 + 0 ). 


44. La forza centrale essendo ~ un elemento 6 proiettato da 

un apsidc alla distanza a con velocità = > mostrare che la 

traiettoria è una cardioide, e che il tempo periodico ò 

3k I3a3 

4 V 2[J. ’ 


45. Un elemento si rivolge in un’ellisse intorno ad un centro 
di forza nel fuoco; supponendo che ogni qual volta l’ elemento 
giunge all’ apside inferiore la forza assoluta si diminuisce nel 
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rapporto di 1 ad 1 — n; trovare l’ eccentricità dell’ orbita ellittica 
dopojp rivoluzioni, l'eccentricità primitiva essendo e. 


1 + e 

(l-«) p 


- 1 . 


46. Un elemento descrive un’orbita circolare intorno ad un 
centro di forza situato nel centro del circolo; dimostrare che la 
forma dell’orbita sarà stabile o instabile secondo che il valore 

di ■ ■ , " ■ ■- , per u~a,b minore o non minore di 3, P essendo la 
d log u 1 

forza centrale, u il reciproco del raggio vettore, ed - il raggio 

del circolo. 


47. Se l’equazione per determinare le distanze apsidali in 
un’orbita centrale contiene il fattore ( u-a) v , mostrare che u-a 
non può corrispondere ad un apside a meno che p non sia di una 

4m-{-2 

delle forme 4m+2 o - — — . Se il fattore u-a si trova due volte, 
2n+l ’ 

allora a sarà una radice dell' equazione 
9 («) — Id tt* = 0 , 
in cui 9 («) è la ftmza centrale. 

48. Esaminare accuratamente il caso di un apside in cui il 
centro di forza coincide col centro di curvatura. Mostrare che 
l’elemento descriverà, dopo il passaggio per un tale apside, un 
circolo intorno al centro di forza, ma che il movimento sarà in- 
stabile. 

49. Un elemento è proiettato ad una distanza c da un centro 

fisso di forza con una velocità v/ ed in una direzione che fa 
c ’ 

un angolo sen _l ~ con la distanza; l’intensità della forza alla di- 
stanza r essendo rr— Mostrare che l’orbita descritta sarà 
un circolo. 

50. Un punto descrive una parabola, di lato retto 4 a, con 
un’accelerazione che tende ad un punto nell’asse alla distanza c 
dal vertice: dimostrare che il tempo per passare dal vertice ad 

un punto alla distanza y dall’asse ò proporzionale ad — ;-f «/. 

51. Se un elemento descrive una parabola sotto l’azione di una 
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forza che tende ad un punto 0 sull’asse, dimostrare che l’acce- 

/ 1 1 \“i 

lerazione in un punto qualunque Pè;i ~q~ ) ^ >_2 > P 

essendo il punto d’intersezione di PO prolungato con la curva. 
Inoltre dimostrare che il tempo per passare da una estremità 

8 / 2 ~ 

dell’ ordinata per 0 all’ altra = -v — . 

3 ' [j. 


52. Un elemento è proiettato da un dato punto con una data 
velocità ed in una data direzione inclinata alla verticale. Tro- 
vare dove debba essere situato un centro di forza di cui l’ attra- 
zione assoluta è \i, affinchè l’elemento descriva una parabola. 
Mostrare che la sua distanza dal punto di proiezione deve essere 

I 

z'+(u ! — 4|z</) ! . Come accade che vi possono essere due valori per 
questa distanza? 


53. Se l’accelerazione varia inversamente come il quadrato 
della distanza, dimostrare che vi sono due direzioni iniziali nelle 
quali uu elemento si può muovere in modo che la sua linea degli 
apsidi coincida con una linea data. Se a,, a., sono gli angoli che 
queste direzioni fanno con la distanza iniziale c, e 2« è la lun- 
ghezza della linea degli apsidi, dimostrare che 


cota,-cot« 2 



54. Un elemento si muove sotto l’ influenza di una forza ripul- 
siva che varia come la distanza da un punto fisso; mostrare che 
l’ equazione della traiettoria descritta è 

* - y = c, 

in cui a, l, c sono costanti, e determinare la curva rappresen- 
tata da questa equazione. 

55. Un elemento P descrive una cicloide ABC sotto l’azione 
di una forza situata in 0 il punto medio della baso. Se si tira 
PIE perpendicolare all’asse GB, e la tangente PT incontra GB 
in T: la velocità angolare della tangente varierà inversamente 
come OM- OT. 

56. Mostrare che se si descrive un’ellisse sotto l’azione di una 
forza f al fuoco S, ed una forza f al fuoco H ed SP=r , lIP=r'. 

dr' dr “Ir r'J' 

57. Un’elemento descrive un’ellisse sotto l’azione di due forze 
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che tendono ai fuochi le quali stanno tra loro in ogni punto in- 
versamente come le distanze focali: dimostrare che la velocita 
varia come la perpendicolare dal centro sulla tangente, e che il 


tempo periodico 


Jc 



, Jca , kb essendo le velocità nelle 


estremità degli assi*. 


58. Dimostrare che un elemento può descrivere una parabola 
sotto l’azione di una forza ripulsiva nel fuoco che varia come la 
distanza, e di un’altra forza parallela all’asse sempre di una 
grandezza tripla della prima; e che se due elementi eguali de- 
scrivono la stessa parabola sotto l’ azione di queste forze, le loro 
direzioni del movimento s’intersegheranno sempre in una para- 
bola fissa omofocale. 


59. Dimostrare che una lemniscata può essere descritta libe- 
ramente da un elemento sotto l’azione di due forze centrali di 
eguali intensità ai fuochi, ciascuna variando inversamente come 

/ 4 7. tjt 

la distanza; e che la velocità sarà sempre eguale a N /->- , ^ es- 
sendo l’ accelerazione di ciascuna forza sopra un elemento alla 
distanza r. 


CO. Un elemento è proiettato da un apside sotto l' azione della 

, /"( r ) , ... (1 + n) s!f(n ) , . 

forza — - con una velocità , « essendo molto pic- 

r 3 a 

colo ed a la distanza iniziale, determinare l’angolo apsidale e 
l’ altra distanza apsidale. 


Gl. Se r, p sono il raggio vettore e la perpendicolare sulla 
tangente in un punto qualunque della curva descritta da un ele- 
mento sotto l’azione di una forza V verso il polo, e di una forza 
T lungo la tangente, mostrure che 


‘ 2T l ,ìr _ d ( , dr\ 

Jr'-p 1 dr\ pr dp)' 

G2. La pedale di una curva rispetto ad un punto si definisce 
essere il luogo del piede della perpendicolare abbassata dal punto 
sopra ogni tangente della curva, e la pedale della pedale ri- 
spetto allo stesso punto si chiama la seconda pedale, e così di 
seguito; un elemento descrive 1’ » ,na pedale liberamente sotto l’a- 
zione di una forza che tende a quel punto: trovare la legge della 
forza. Ss la curva è un’iperbole rettangolare, e le pedali si for- 
mano rispetto al suo centro, dimostrare che 1 ' n ìm pedale siri» 
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l’orbita di un elemento che si muove sotto l’azione di una forza 


_ 0 "+! 

che varia come r *'‘ -1 in cui r è la distanza dal centro di forza. 

63. Una curva descritta da un elemento sotto l’azione di una 
forza centrale è tale che, se ad un momento qualunque la velo- 
cità componente secondo il raggio vettore è" distrutta da un im- 
pulso lungo il raggio vettore, l'elemento procederà a descrivere 
un circolo: dimostrare che la curva ò una spirale reciproca. 

64. Un elemento descrive un’orbita intorno ad un centro di 
forza in un tempo periodico 1\ Si tirino da un punto delle linee 
rette per rappresentare le accelerazioni dell’elemento ad inter- 
valli eguali di tempo t, durante una completa rivoluzione. Se 
P=wc, in cui n ò un numero intero indefinitamente grande, mo- 
strare che queste linee rette rappresenteranno un sistema di 
forze in equilibrio. Mostrare ancora che se la forza varia diret- 
tamente come la distanza, il risultato è vero se n non è grande. 

65. Un elemento descrive un’orbita intorno ad un centro di 
forza. Se il centro di forza è rimpiazzato dall’elemento, e l’or- 
bita per un numero completo qualunque di rivoluzioni da un 
sottile filo metallico la di cui sezione varia inversamente come 
la velocità nell’orbita corrispondente, ed ogni punto del quale 
attrae con la stessa legge come la forza faceva, mostrare che 
l’elemento sarà in equilibrio: determinare ancora la natura di 
questo equilibrio (1) quando la forza varia come la distanza, 
(2) quando essa varia inversamente come il quadrato della di- 
stanza. 


Mostrare che so l’orbita è un’ellisse, descritta intorno ad un 
centro di forza nel fuoco, il centro di gravità del filo è nel punto 
medio della distanza tra il centro e l’altro fuoco. 


66. Mostrare che se la forza centrale è costante ( — f suppo- 
niamo) si ha la seguente relazione tra il raggio vettore ed il 
tempo, 



rdr 

yOl + Br^2fr 


e da questa, con l'aiuto dell’ equazione del momento costante 
della quantità di moto, deduiTe l’equazione difi'erenziale dell’or- 
bita. Mostrare ancora come si può determinare l'angolo apsidale. 
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CAPITOLO VI. 
Moto Ellittico. 


145. In questo capitolo ci proponiamo di dedurre dai risultati 
del precedente alcune delle proprietà delle Orbite Ellittiche e 
Paraboliche descritte intorno ad un centro di forza nel fuoco. È 
questo un problema di grande interesse, essendo stato dimostrato 
con l’effettiva osservazione che le orbito dei pianeti e delle co- 
mete sono in generale (trascurando i piccoli effetti delle forze 
perturbatrici) ellissi o molto leggermente eccentriche, o di cosi 
grande eccentricità da potersi appena distinguere da parabole. 
Vi sono, è vero, alcune comete le di cui orbite sono ellissi mo- 
deratamente eccentriche, ed alcune di cui le orbite sono iperbo- 
li; ma, siccome nel loro caso il problema diviene molto compli- 
cato, ed i metodi approssimati che qui impiegheremo sono inap- 
plicabili ai loro movimenti, si è stimato conveniente di omettere 
la considerazione di questi casi. 


146. Per l’ intelligibilità di quanto segue sarà necessario di 
premettere alcune definizioni. 

Supponiamo che AFA' sia un’orbita ellittica descritta intorno 
ad un centro di forza nel fuoco S. Supponiamo inoltre che sia P 
la posizione dell’elemento ad un tempo qualunque t. Si tiri PM 
perpendicolare all’asse maggiore AC A', e si prolunghi sino ad 
incontrare il circolo ausiliario nel punto Q. Sia C il centro co- 
mune delle curve. Si unisca CQ. 


Quando l’elemento mobile è in A, il punto dell’orbita più vi- 
cino ad S, si dice che esso è nel Perielio. 

L’ àngolo ASP, o l’ eccesso della longitudine dell’elemento su 
quella del perielio, si chiama V Anomalia Vera. Dinotiamola con 0. 
L’angolo ACQ si chiama l’Anomalia Eccentrica, e si dinota 


2tt 

generalmento con u. E se — è il tempo di una completa rivo- 

w 

luzione, nt è la misura circolare di un angolo imaginario chia- 
mato Y Anomalia Media-, esso sarebbe evidentemente l’anomalia 
vera se la velocità angolare dell’ elemento intorno ad S fosse 
uniforme. 


147. È facile dalle note proprietà dell'ellisse 
relazioni tra l’anomalia media e l’eccentrica, 
vera e l’eccentrica; questo passiamo a fare. 


di dedurre delle 
ed anche tra la. 

46 
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Trovare la reiasione tra l'anomalia media e V eccentrica. 
Nella figura QCA è l’anomalia eccentrica, e l’ anomalia me- 



dia sta evidentemente a 2ic come l’ arca PSA sta all’intera area 
dell’ orbita ellittica (Art. 140—146), o come l’area QSA all'area 
del circolo ausiliario. 


Ora l’area QSA = area QCA — area QCS 


= - o l M — - n • ae sen u 


(a essendo il semiasse maggiore dell’orbita ed e l’eccentricità) 


a- 


= — (u — e sen«). 


— (u — c sen m) 
n . ,. nt 2 

Quindi — = ; 

2rc na* 

o nt — u — esenti. 

148. Trovare la relazione tra V anomalia vera c l'eccentrica. 
Abbiamo (dalle Coniche) 

a (1 — e*) 


SP= 


1 + e cos 0 ' 
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Ma SJf = a — eCM = a (1 — c cos «). 


Quindi - = 1 — e cos m: 

1 + e cos G 


quindi 

e 


cosO = 


cos w — e 
1 — e cos ii ’ 



V 

v/ 


1 — cos 0 
1 + cos 0 

1 — e cosm — cos u + e 
1 — e cos u + cos « - e 

(1 + e) (l — cosm) 

(1 — e) (1 + cos u) 



Le duo equazioni che ora abbiamo trovalo 30no sufficienti per 
la soluzione del nostro problema; e3se si ottengono alle volte nel 
modo seguente. 


149. Il problema diretto nel moto ellittico è 
Trovare il tempo del movimento di un pianeta o di una cometa 
per una porzione qualunque della sua orbita ellittica. 
L’equazione dell’orbita ci dà 

a (1 — e ! ) 

r — — — . 

1 + e cos 0 

E dalla descrizione delle aree eguali in tempi eguali, abbiamo 

dO _ h _ J { pia (1 — e*) ) 
dt r 1 r 2 

Da queste equazioni abbiamo 

3 3 3 

d ± «'C 1 ~ ci )* 1 _ (1 - e 2 )* 1 

db ~ (1 -f e cos 0) 2 — « (1 + e cos 0) 2 

so — è il periodo della rivoluzione (Art. 140). 
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Quindi se f, è il tempo per descrivere un arco misurato da 0 , 


dal perielio, 


» r«, 

nt t = a-eVj o 


dO 


o sia 


(1 + e cosO) 2 ’ 

/ 0 0 ,0 ,0 \ 

^osservando che eos 0 = cos*- — sen-^ , ed lrzcos-^+sen-^ 

= a-o’ 


(10 


( 0 0 1* 
j(l +e)cos l 2 + (l -e)sen*2[ 


= 2 (1 - <?)' 


, dtan s 

sec * - - clO 

beC 2 dO 


j(l+e) + (l-e)tan l ^| 
Per semplificare questo, poniamo 


tan 


Ì = V , ( T^) tan 


(i); 


(supposizione che ci condurrà evidentemente ad una forinola già 
dimostrata, ed è chiaro che t? rappresenterà l’anomalia eccentrica). 

Abbiamo 


nt x = 2(1 - e*) 


,' 9,1 + c . ,0 

. 1 + nr,*“a 

2 


(1 + e)* sec 


,*? (l( ? 




a ) 

tan ^ r do 


~ jl'j ^ ^ eos * 1 + + ^ sen!! 2 I 


= j*‘( 1 — e eos 9) do 


= 9, — e (^)* 

Quando 0 , è dato possiamo calcolare 9, per mezzo di ( 1 ) , e 
quindi <, per mezzo di (2). 

Poiché ( 1 ) 0 ( 2 ) ci danno il tempo del passaggio per un arco 
dal perielio che sottende un angolo qualunque 0, al fuoco, è 
chiaro che abbiamo ora i mezzi per trovare il tempo por descri- 
vere una data porzione qualunque dell’ orbita, ed abbiamo così 
' la completa soluzione del problema diretto. 
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150. Il problema inverso, che è il più importante, si ò di tro- 
vare i valori di 0 ed r come funzioni di 1, sicché si possa deter- 
minare per ogni dato tempo la direziono e la lunghezza del rag- 
gio vettore di un pianeta. Questo generalmente porta il nomo 
di Problema di Keplero. 


151. Prima di entrare nello sviluppo sistematico di «, r e 0 in 
termini di 1 dalle nostre equazioni, è utile osservare che se e è 
cosi piccola da potersi trascurare i termini superiori al suo qua- 
drato, possiamo ottenere facilmente degli sviluppi esatti sino ai 
primi tre termini. 

Cosi « = »< -f e senw 

= nt -f e sen ( nt -f- e sen nt) prossimamente, 

e i 

— ìit + e sen nt -f — sen 2 nt. 

u 


Inoltre 


Ed 


- = 1 — e cos u 
a 

= 1 — e cos (nt + e sen nt) 
e 1 

= 1 — e cos nt + — (1 — cos2»l). 

u 


che si può scrivere 


a*( 1-e 2 ) 2 rfO- t/1 i 


(1 + e cosO) 2 dt 


,f?0 


(1 — e 1 ) 2 (1 + e cos 0) 1 — = ». 


Ritenendo le potenze di e inferiori alla terza 

/ 3 \ dO 

(1 — 2e cosO -f g c 2 cos20 y ^ = H > 

3 

o »1 = 0 — 2e sen 0 + - e 2 sen 20; 

3 

onde 0 = »1 + 2e sen 0 — - c 2 sen 20 

4 « 

3 

= nt + 2e sen (nt -f 2e sen nt) — ^ e 2 sen 2«1 

3 

= nt + 2e senni + 4e 2 cos»! sen nt — ^ c 2 sen 2»! 

5 

= nt + 2e sen nt + - e 2 sen 2»1. 


« 
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152. Problema di Ketleuo. Trovare r e 0 come funzioni di t 


dalle equazioni 

r = a (1 — e cos «) (1); 

h "’l =s Krr) tm t (2); 

nt = w — e senw (3). 


Queste equazioni evidentemente danno r, 0, e t direttamente 
per ogni valore assegnato di u, ma quosto è di poco valore in 
pratica. Il metodo di soluzione che passiamo a dare è quello di 
Lagrange, ed il suo principio generale ò questo : 

Possiamo sviluppare 0 dall’equazione (2) in una serie ascen- 
dente secondo le potenze di una piccola quantità, una funzione 
di e, i coefficienti di queste potenzo contenendo u ed i seni dei 
multipli di u. Ora pel teorema di Lagrange possiamo dall’equa- 
zione (3) esprimere u, 1 — e cos u, semi, sen2w, etc. in serie 
ascendenti secondo le potenze di e, i di cui coefficienti sono seni 
e coseni dei multipli di nt. Quindi sostituendo questi valori 
nell’equazione (1) e nello sviluppo di (2), abbiamo re 0 espressi 
in serie i di cui termini decrescono rapidamente, ed i coefficienti 
dei quali sono seni e coseni dei multipli di nt. Questa è la com- 
pleta soluzione pratica del problema. 

153. Esprimere V anomalia vera come una finizione dell’ ec- 
centrica. 

Sostituendo in (2) le espressioni esponenziali per le tangenti, 
e scrivendo i per \^-T, abbiamo 


tO <0 in iu 



e * + e 2 e ! +e 2 


io _ e<u \ V( l+0+ V(l-e)l+i V(1 -e)-y/(l+€)i . 
-?“jV(l-eW(He)}+W a-c)+V(Hc)r 


o, ponendo 


V(l + e)- V(l-e) e 

V(l + e) + V (1 — «) 1 + V( 1 ^ e-i ) 


, u 


1 - le' 


i a * 
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Prendendo il logaritmo di ciascun membro e dividendo per i, 

0 = « + jè'“ ~ e -,u | + | e i,u — + ... 

/ X* X 3 \ 

~u + 2 f Xsenu-f — sen2w -f -gSen3u + ete.J (4). . 

154. Sviluppare u in termini di t. 

Se abbiamo 

y = z + x<}(y) (5), 

abbiamo, pel Teorema di Lagrange, lo sviluppo 

f(y) = A») + *?(*) f'(z) + ~ j 2 j?(z) 5 /**(<)} 

+ rlnKI)ì fWV 'W + etc ' ;• (C) - 

Ora l’ equazione (3) si può porre nella forma 
u — nt + e sen.w, 
che è identica con (5) se * 


y - «, z = nt, x -e, e ?(//) = sen y. 

Inoltre , siccome è lo sviluppo di u che vogliamo , dobbiamo 
porre 


f(u) = u, ed f'(tt) = 1. Quindi, da ( 6 ) 
x 1 d x 5 / d \ 2 

y = g + xsenz±^ — (sen**) +17073 [^J (sen'z) + ete. ; 

e, sostituendo per lo potenze di sena le loro espressioni corri- 
spondenti in seni e coseni dei multipli di z , 


y-z+xsenz f 


x 1 f7/l-cos2s 

ÌT2 i 


a-» ( d \ V 

1-2- 3- 4 \dz) V 


w um 

3-4 cos2^-|-cos 4 z 


3 sen* — 


) 


4 

+ etc. 


scn"*^ 


x z 


= e + x sen* + — sen 2 3 

u 


(C?* 

1 - — (3 sen 3^ — sen*) + ... 

O 
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o, sostituendo per x ,y,z i loro valori come sopra, 

u = nt -f c senni -f — sen2ni -f — (3 sen3ni sen ni) 

d O 

* 6 * 

+ — (2 sen4ni — sen2ni) + etc.... (7). 

Per sviluppare sen«, ricorriamo all’equazione (3), clic dà, 
dopo l’eliminazione di u per mezzo di (7), 

€ 6 * 

senw = senni + - sen2ni -f — (3 sen 3 ni — senni) f etc. (8). 

Con l’applicazione del teorema diLagrange adequazione (3), 
ò facile dedurre le espressioni seguenti : 

sen 2 m = sen 2n< + e (sen 3ni — sen ni) -f e ì (sen 4ni — sen 2n /) 
e » 

-+ — (4 senni — 27 sen3n< + 25 sen 5ni) + etc. 

3e 

sen 3« = sen3ni -f (sen4 ni - sen 2ni) 

di 

c ì 

+ — (15 sen 5ni — 18 sen 8ni + 3 sen ni) + etc. 
o 

etc. ==. etc. 

Sostituendo questi valori in (4), otteniamo il valore di 0, che 
contiene però la quantità X. Se prendiamo per suo valore appros- 
6 

simato 7 T + -q , e facciamo le richieste sostituzioni, otteniamo 

di O 

2e — 7 e s ) senni f 7 e 1 sen 2ni -f ^ e 1 sen 3ni 4- 

4/4 12 

die è esatto sino ad e*. 


0 = ni 4* 


155. Nel procedere innanzi con lo sviluppo, diviene necessa- 
rio di sviluppare X e le sue potenze in serie ascendenti secondo 
le potenze di c. Questo si fa subito come segue. 

Abbiamo 

x = TTTil^O = ® s”Pi> 0Ili “™ 0 - 


Quindi 


E -2 


£ 
E ' 
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dalla quale, eoi Teorema di Lagrange, 


E~ p = — + 

2 P 2 p ' t ' 1 


c* + 




e così il valore di X p , essendo e p E~ p , è conosciuto. 

Il valore esatto di 0 sino alla quinta potenza di e si trova così 
essere 

5e* e 3 

nt -f 2e sen nt + — sen 2 nt + — — (13 sen 3nf — 3 senni) 

4 • O 

4- (103 sen 4 ni - 44 sen 2«£) 

e 5 

+ r (1097 sen5ni — 645sen3n< + 50 senni). 

• O • D 


156. Sviluppare r in termini di t. 

Da (1) è evidente che tutto ciò che dobbiamo fare si è di svi- 
luppare col Teorema di Lagrange, 1— ccosit come una funzione 
di t, da nt — w — e sen w. 

Sviluppare (1 — ecosu) in termini di t. 

Qui f(y)~ 1-ecosy, 

ì 

f'{y) = esen y ; 

e la forma di c è la stessa come prima; quindi 

1 — e cos# = (1 — e cosa) 4- xsenzr (csenzr) 
a:* d 

+ T72rfj( sen ^ ,esen ^ + 


Quindi, come sopra, sostituendo per le potenze del seno le loro 
espressioni equivalenti in seni e coseni di archi multipli, diffe- 
renziando, e sostituendo u per y, nt per s, ed e per x, abbiamo 


1 — e cos u — - = 1 — e cos nt + — (1 — cos 2 nt) 
a 2 


+ - (3 cos ni — 3 cos 3 nt) 

O 


+ 


c* 

3 


(cos 2 ni — cos 4 ni) + etc. 


che dò il raggio vettore in termini del tempo. 
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157. Nel caso di un moto parabolico i metodi precedenti non 
sono applicabili; ma invece uno molto più semplice. 

Trovare il tempo per descrivere un arco qualunque di una pa- 
rabola dal vertice; il centro di forza essendo nel fuoco. 

L’ equazione della curva è 

r = d sec* jL in cui d è la distanza perielia. 

M 

E la condizione della descrizione equabile delle aree dà 






3 


V(2[l) 


/:■ 


sec 1 - d 0 


= dr(*“3 + s‘“ , 2) 1 


”' t =(t»y + 5 ‘m , - 2 '), se ^=»; 


che è l’ espressione richiesta. Da questa è evidentemente facile 
di calcolare il tempo per descrivere un arco qualunque del- 
l’ orbita. 

Il problema inverso del moto parabolico richiederebbe la ri- 

, , , 0 . A . . 

soluzione dell’equazione cubica ora trovata per tan- in termini 

del tempo. Questo però si evita facilmente formando una tavola 

in cui i valori corrispondenti di t e - sono calcolati nella suppo- 

sizione che » = 1. Se vogliamo allora risolvere il problema in- 
verso, tutto ciò che dobbiamo fare si è di trovare il valore di 0 
corrispondente al numero nt. Questo sarà il valore dell’anoma- 
lia vera richiesta, e la stessa tavola si applicherà naturalmente 
ad ogni orbita parabolica. 


158. Se l’orbita non è parabolica, ma ellittica e di eccentri- 
cità molto grande, il risultato del seguente problema diretto è 
alle volte utile. 

Trovare il luogo di una cometa ad un dato tempo in un’orbita 
ellittica molto eccentrica. 
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Abbiamo = — - — C — - - — — • (Alt. 149). 

(10 ^/jji (1+ e costì) 1 

Sia 1) la distanza perielia, J9 = a(l — c); 

fi 


dt _ d\ 1 + f)» 
dtì 


Jf- 


sec* s 


Ì (1 + c) + (1 — e) tan 1 ~ j 


, 0 i 1 — e 

yRTTI) + 


o )-* 

- tan* f . 

1 + e 2 


VI 1 * \ ‘ *v J • T c 

Sviluppando secondo le potenze di (1 — e), 
potenze di (1 — e) superiori alla prima; poich 

! '* = S 0 - ir) /.' scc ‘ | s 1 - 0 - «) a»* I } 

0 


' I* 0 

d tan - 

a 

“dT" l 


1 + tan 1 + (1 - e)Q - ^ tan* ^ - tan*|)|d6; 


onde 

«l,=tan ~+*tan 3 |+(l-e) Qtan|— ^tan s ^ 


x „ 


0,\ 


Il metodo seguente è conveniente per calcolare il valore di 0, 
per un dato valore di t i . 

Supponiamo che sia 0' al tempo 1, l’anomalia vera di una co- 
meta che si muove in un’ orbita parabolica di cui D è la distanza 
perielia; allora per l’ Art. 157 

0 ' 1 0 ' 

»<, = tan- + -tan*2 (2). 

Sia si sostituisca nell’equazione (1) e (siccome x è 

molto piccolo) si sviluppi secondo le potenze di x col Teorema 
di Taylor: abbiamo approssimativamente 


0' 1 


0' 1 


,G' 


«<, = tan - + - tan*^-!- 2^s ec *2 + — 

1 0' / 0' 4 G'\ 

+ _ (1 _ e) tan - (l - tan 1 - - 5 tan* -) . 
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Da questa, per mezzo di (2), otteniamo 




- 3 cos 1 = — 6 cos* 

Jt 



Ter fare uso di questa formola, dobbiamo aggiungere alla tavola 

CO 

sopra menzionata, una colonna che dà i valori di j — ^corrispon- 
denti a quelli di 6'. Prendendo allora un valore qualunque di t, 
cerchiamo nella seconda colonna il valore di 0' per il numero nt, 
X 

e poi il valore di - — per il valore di 0' cosi trovato. 

Siccome l’orbita è conosciuta, 1— e è conosciuta, quindi a; e 6' 
sono conosciuti in termini di t, e l’anomalia vera, 


O' + s 


è conosciuta. 


159. Osservazione. In tutto ciò che precede abbiamo supposto 
per semplicità che l’angolo 0, che determina la posizione dell’e- 
lemento, sia misurato dall’apside più vicino; e che siano 0=0, 
t — 0 insieme. Questo non è usualmente il caso nelle applicazioni 
pratiche ai movimenti della Luna o dei pianeti, ma sia 0' la lon- 
gitudine dell’elemento al tempo t, xz quella dell’apside, e la lon- 
gitudine dell’ elemento al tempo <=0, o V Epoca come general- 
mente si chiama; allora al tempo t la longitudine media (misu- 
rata nel piano dell’orbita) è evidentemente nt+z, e l’anomalia 
media nt+z— cs. Quindi per i nostri precedenti risultati 

0' — a = nt + e — a + 2e sen (nt -f e — o) 

g 

- e* sen 2 (nt + e — a) 4- etc. 

r = a j 1 - e cos (nt + z — a) + ... j , 

che sono le formole nell’uso generale; 0' essendo, come sopra si 
è osservato, la longitudine vera al tempo t. 


160. Il tempo per un arco qualunque di un’ orbita parabolica, 
descritta intorno al fuoco, si può esprimere in termini della corda 
e dei raggi vettori estremi dell’ arco. 

Siano r,, 0,, r 4 , 0, le coordinate dei punti estremi, c la cor- 
da dell’arco. Allora, T essendo il tempo richiesto, abbiamo 
(Art. 157) 

nr=tan|-tan| + |(tan^-tan»|) , 
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o, come possiamo scrivere per semplicità, 

= — <, + g (< 2 * — f 4 s ) 

= |(<*-<.)(3 + *«* + *** + Mi) 

= <«) } a + <« l ) + a + v) + a + w ì- 



e nel triangolo di cui la base è c, i lati r,, r ,, e l’angolo al ver- 
tice 0 2 — 0|, abbiamo dalla Trigonometria 


0t ~ 0| . , ls (s ~ c) ( 
2 V r,r 2 ’ V 


in cui s — 


r, -f r t -f 


Inoltre r, = d sec 1 -i , r t = d sec* -£■ . 

u a 

Quindi 1 + i, Vi s ( s — c )ì- 

E <t-<i = 5 J { 1 + ** , + 1 + *» , - 2 ( 1 + *« < i)i 
= [ f i + r i ~ 2 Vi s (® “ c ) ! 1 
= s J\[ 2s ~c-2 Vi s(s-c)|] 

= ^{ V»~ V(*“ c )l- 

Inoltre 1 -(-/,*+ 1 + < t * + 1 + <,/ t =^[r, + r t + V {s (s - c) } ] 

tv 

= ^[2s-c + Vi s ( s "’ c )!]- 
a 

Quindi nT= v /(a - c) \ |s + »Js V(s - c) + (s - c) j 

3 d* 

= ~i I s* — (s - C)*J. 

M* K 
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Ma n = , per l’Art. 157. 

Sostituendo questo, ed i valori di s, (s — c), abbiamo 


In questa ricerca abbiamo supposto che l’arco non includa il 
perielio; se fosse così dovremmo prendere la somma dei radicali 
per il valore di T. 

s 

161. Si può mostrare in simil modo che il tempo per descri- 
vere intorno al fuoco un arco di un’ellisse o di un’iperbole, di 
cui sono dati i raggi vettori estremi e la corda, si può esprimere 
in termini di queste quantità e dell’asse maggiore solamente. 
Per la dimostrazione dobbiamo rimandare alla Mécanique Cele- 
ste, o al Systcme du Monde di Pontécoulant. 

Si può anche mostrare, quasi nella stessa maniera, che il rap- 
porto dell’area descritta in un dato tempo, a quella del trian- 
golo formato dalla corda e dai raggi vettori estremi, si può e- 
sprimere indipendentemente dal parametro della traiettoria. 

ESEMPII. 

1 . Se la distanza perielia dell’ orbita di una cometa è ^ del 

ó 

raggio dell’ orbita della Terra supposta circolare , trovare il nu- 
mero dei giorni che la cometa rimarrà dentro l’orbita della Terra. 

2. Se una cometa descrive 90° dal perielio in 100 giorni, pa- 
ragonare la sua distanza perielia con la distanza di un pianeta 
che descrive la sua orbita circolare in 942 giorni. 

3. Mostrare come dividere l’orbita ellittica di un pianeta con 
un diametro, in modo che i tempi per descrivere le due parti 
siano come n : 1 , e trovare in quali casi solamente una tale linea 
si può tirare. 

4. Nel caso dei pianeti e delle comete dimostrare le forinole 
seguenti, le lettere essendo le stesse come nel testo, 


T= 1 


(r, + rj + c) - (r, + r, - c) 
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- sen 0 = — — (m - nt) ; 

a e 


log - = - log(l t **) 

(X 


2 (X cos m + ^ X 2 cos 2 « -f- 5 X s cos 3 m + etc.) 

2i o 


5. Un corpo descrive un’ellisse: dimostrare che i tempi per 
descrivere le due parti, nelle quali l’orbita è divisa dall’asse 
minore, stanno tra loro come n+2e sta a n— 2e, in cui e è l’ec- 
centricità dell’ellisse. 

6. Se Pp, Qq sono corde parallele all’asse maggiore di un’or- 
bita ellittica, mostrare che la differenza dei tempi per gli archi 
PQ, pq varia come là distanza tra le corde. 

7. Se una cometa di cui l’orbita è inclinata al piano dell’eclit- 
tica fosse osservata passare sul disco del Sole, e tre mesi dopo 
colpire il pianeta Marte, determinare la sua distanza dalla Terra 
alla prima osservazione, la Terra e Marte descrivendo intorno 
al Sole circoli nello stesso piano i di cui raggi stanno come 2:3. 

8. Mostrare che il medio aritmetico delle distanze di un pianeta 
dal Sole, ad intervalli eguali infinitamente piccoli di tempo, è 



9. Quando un corpo descrive un’ellisse sotto l’azione di una 
forza nel fuoco S, se H è l’ altro fuoco, il quadrato della velo- 

. .. . _ • HP 
cità in P varia come -^j. 

1Ó. Il tempo per un arco di un’ orbita parabolica limitata da 

8 

una corda focale è come (corda) 2 . 

11. Se si descrive un circolo che passa per il fuoco ed il ver- 
tice di un’orbita parabolica, ed anche per la posizione dell’ele- 
mento mobile ad ogni istante, mostrare che il suo centro de- 
scrive con velocità uniforme una linea retta che biseca ad an- 
goli retti la distanza perielia. 

12. Mostrare che la velocità di una cometa perpendicolare al- 
l’asse maggiore varia inversamente come il suo raggio vettore. 

13. D t , ZXj essendo due distanze di una cometa, in parti op- 
poste del perielio, che racchiudono un angolo conosciuto, mo- 
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strare che la posizione del perielio si può trovare dall’ equazione 
= tan i (somma delle anomalie vere) • tan 7 (differ.). 

VA + VA 4 4 

14. In qual punto di tutte le sezioni coniche è la velocità pa- 
racentrica un massimo ? Mostrare che in un tal caso la velocità 
sta a quella in un circolo alla stessa distanza come la distanza 
sta alla perpendicolare sulla tangente. 

15. In un’orbita ellittica trovare la relazione tra la velocità 
media angolare intorno al centro di forza, e la velocità angolare 
intorno all’altro fuoco, e quindi mostrare che quando e è pic- 
cola la seconda è presso a poco uniforme. 

16. Se a e ^ sono la massima e la minima velocità angolare 
in un’ellisse intorno al fuoco, la velocità angolare media è 


2 V(aT) 
v«+ VP ' 

17. Trovare il massimo valore di 0 — ni in un’orbita ellittica, 
e svilupparlo secondo le potenze di e, mostrando che esso non 
può contenere potenze pari. 

Se © è questa quantità, 


e = 2 e + 


11 e 3 
3T2‘ + 


599 e 3 
5-2'° 


-f etc. 
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CAPITOLO VII. 


Moto non libero. 


' 1G2. Passiamo oia al caso del moto di un elemento assogget- 
talo all’azione non solamente di date forze, ma di pressioni o 
tensioni non determinate. Tali casi si hanno quando l’elemento 
è legato ad un punto fisso, o mobile, per mezzo di una verga o 
di una fune, e quando esso è costretto a muoversi sopra una cur- 
va o una superficie. 

Nell’ applicare ad un problema di questa specie le equazioni 
generali del movimento di un elemento libero, dobbiamo assu- 
mere delle direzioni e delle intensità per le forze ignote, trattan- 
dole poi come conosciute, e si troverà sempre che lo circostanze 
geometriche del movimento forniscono il numero richiesto di 
equazioni addizionali per la determinazione di tutte le quantità 
ignote in termini del tempo. 

Un caso di questa specie è stato già trattato (Àrt. 78), cioè, 
quello di un elemento che si muove su di un piano inclinato 
sotto l’azione della gravità. Qui la forza indeterminata è la 
pressione sul piano, la quale però è evidentemente costante, ed 
eguale alla parte risoluta del peso dell’elemento perpendicolar- 
mente al piano. 

163. Il caso più semplice è 

Un demento è costretto a muoversi sopra una data anta piana 
levigala , sotto V azione di date forze nel piano della curva, de- 
terminare il movimento. 

Prendendo gli assi rettangolari in questo piano, le forze si 
possono risolvere in due, X, Y, parallele rispettivamente agli 
assi delle x e delle y. In aggiunta vi sarà la forza R, la pressio- 
ne scambievole tra la curva e T elemento, la quale evidentemente 
agisce secondo la normale della curva. 

Sia P la posizione dell’ elemento al tempo t\ e le forze X, Y, R 
agiscano come nella figura. Si tiri PP, tangente alla curva re- 
sistente in P. Allora se PTx- 0, abbiamo 


senO = 


( 1m 

ds ’ 


cos 0 = 


dx 
~ds ‘ 


48 
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La massa dell’elemento essendo, come precedentemente, presa 



per unità, le equazioni del moto sono 

&= x -b> cnt> = x-nf s (D, 

^=r+Jìoo 8 0=r+J(| (2). 


Queste due equazioni, insieme con l’equazione della curva 
data, sono sufficienti per determinare completamente il moto. 

(IX * {l i! 

Per eliminare Jl, si moltiplichi (1) per — , (2) per , e si 
sommi. Otteniamo cosi, 


( . , , dy dx dx dy\ 

I,0 ‘ cl ‘ è * di = Tb Ti)’ 


dx d ì x dy dhj 

dtW^TtW 


ds d*s _ y dy 
dt dt * dt + di 


(3), 


o. 


come si può scrivere, 


<Z*s -y dx dy 

di * X ds +Y ds ’ 


la quale si potrebbe ottenere immediatamente esprimendo l’ ac- 
celerazione secondo la tangente. 

Ora, si è mostrato nel Oap. IL che se le forze risolute in X 
od Y sono come quelle che s’incontrano in natura, 

Xdx + Xdy 

è il differenziale completo di una funzione o (x ,y). Si veaga 
l' Art. 72. 
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Integrando (3) in questa ipotesi, abbiamo 



•2=? (*. y) + 


c 


( 1 ), 


supponendo elio v rappresenti l’intera velocità dell’elemento al 
tempo t. 

Immaginiamo che l’elemento parta al tempo t-0, da un punto 
di cui le coordinate sono a, b, eon una velocità V. 

Abbiamo, da (4), 

Ir* = 9(0,5)+ C; 

tu 

e quindi ^ = \ V * + ? (- T > #) “ 9 ( a > 6 ) ( 5 )- 


Questo mostra che un elemento, costretto a muoversi sotto 
l’azione delle forze X, Y, secondo una linea qualunque dal punto 
a, b al punto x, y, ha nell’ arrivare all’ultimo punto, il quadrato 
della sua velocità accresciuto di una quantità interamente indi- 
pendente dalla linea percorsa: un altro semplice caso della con- 
servazione dell’energia. 


164. Trovare la pressione sulla curva resistente. 

Si moltiplichi l’equazione (1) per , (2) per o si sottrag- 
ga. Allora, osservando che 


dy dy dx dx 

ds dt ds di 



abbiamo 

dy iPx _ dx (Py_ _ „ dy dx ds 
dt dP ~ dt dP ~ A dt 1 dì ~ U dt * 


Ma se p c il raggio di curvatura della curva resistente nel 
punto x, y, 

(S)* 

o = . 

dx d 2 y dy d-x 

dt dt- dt dt' 
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Trasformando per mezzo di questa, l’ equazione precedente di- 
viene 



V* 

o, 72 = X sen 0 — .F cos 0 H — (6). 

P 

Le due parti di cui si compone questa espressione sono, evi- 
dentemente, la pressione risoluta sulla curva prodotta dalle forze 
X ed Y, e la pressione dovuta solamente alla velocità. 

165. Trovare il punto in cui l’elemento lascerd la curva resi- 
stente. 

Per questo è evidente che dobbiamo solamente porre 12=0, 
poiché allora il movimento sarà libero. 

Questa condizione ci dà 

— = Y cos 0 — X sen 0. 

P 

Ora sia F la risultante di X ed Y, allora se Q è la corda di 
curvatura in l 1 parallela ad F, Q ò evidentemente 

= 2p sen FPT' = 2p • sen (FPX — 0). 

n Y cos 0 — X sen 0 

~ ? V (** + *-) ' 

Quindi, ~r =|V(X*+X*) 



Paragonando questa con la forinola - v t — fs (Art. 7G), vedia- 
mo che l’elemento lascerà la curva ad un punto in cui la sua 
velocità è quella che sarebbe prodotta dalla forza risultante che 
allora agisce su di esso, se si mantenesse costante durante la sua 

caduta dalla quiete per uno spazio eguale ad ^ della corda di 

curvatura parallela a quella risultante. 

166. Le formolo date si semplificano molto se consideriamo la 
gravità come la sola forza agente. Prendendo in questo caso 
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1’ asse delle y verticalmente in su, le nostre forze diventano 
X = 0 ed Y=-g\ 

e la velocità, e la pressione sulla curva, sono date da 
\ v* - V 1 = g (k — y), 

se v = V quando y~Tc\ 

cd H = g cosO -i — . 

P 

Supponiamo che si porti l’origine al punto dal quale si sup- 
pone che il moto dell' elemento incominci; e si prenda l’asse delle 
y verticalmente in giù; avremo evidentemente 


e se l’elemento parte dalla quiete 


1 

2 


v 


9 




Questo mostra che la velocità dipende semplicemente dalla di- 
stanza al di sotto del piano orizzontale condotto per la posizione 
primitiva di quiete. Quindi, qualunque sia la natura della curva 
sulla quale un elemento scendo sotto 1’ azione della gravità, il 
suo moto sarà sempre nella stessa direziono sino a che esso sal- 
ga allo stesso livello di quello della caduta a cui ò dovuta la sua 
velocità. Se esso non può fare così, il suo moto sarà costante- 
mente nella stessa direzione; se lo può, la sua velocità diverrà 
zero, e l’elemento poi o resterà permanentemente in riposo, o 
ritornerà al punto dal quale partì. 


167. Trovare il tempo della discesa di un elemento per un arco 
qualunque eli una curva, partendo dalla quiete nell’ estremità su- 
periore dell' arco. 

Prendendo l’estremità superiore per origine e l’asse delle»/ 
verticalmente in giù; abbiamo 

ds , , 


0 



s/(2gy) 


a> 
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so y t è la coordinata verticale dell’ estremità inferiore dell arco 
dato. 

Ovvero, prendendo il punto più basso per origine, e l’asse 
dello y in su, abbiamo, poiché in questo caso v tende a dimi- 
nuire s, 




ds 

- — dy 
dy 


v, s][2y(diì-y)\ 


ds 

dy 


dy 


VI 2 g(y t -y)\ 


( 2 ). 


1G8. Es. Trovare il tempo per discendere dalia quiete in un 
punto qualunque di una cicloide invertita sino al vertice. 



Prendendo la forinola (2); poiché in questo caso il vertice è 
l’origino, o l’asse è l’asse delle y, abbiamo dalla figura 

s = Or = 2 corda OP 1 = 2 x / ( AO -ON)= 2 V (2 ay ) , 

so a è il raggio del circolo generatore. 

~ . ds I2a 

Quindi, -r- = V — ; 


dy V y 
/«P 1 . dy 

Voi n . 


'd' n \Ryv\-y 1 ) ’ 


- I a 

— ” V ~ ’ 

» 9 


vers 


2^y> 

!/|/« ’ 
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che ò indipendente dii y,, cioè, dal punto dal quale l’elemento 
ineomincia la sua discesa. 

La ragione di questa rimarchevole proprietà si vedrà più fa- 
cilmente se prendiamo la forinola per l’ accelerazione nella dire- 
ziono dell’arco. Abbiamo così 

-jjjì'-- t/sen (P'Oic) 

(poiché OP' è parallela alla tangente della cicloide in P) 


~ — g sen (CLIP') 



s 



o sia l’accelerazione è proporzionale alla distanza dal vertice 
misurata lungo la cicloide. Quando paragoniamo ciò con gli Art. 
81 — 83, la ragione del risultato pi’ecedente si renderà evidente. 


1(59. Un elemento sollecitato dalla gravità si muove in un arco 
di un circolo verticale, determinare il movimento. 

Prendendo il diametro verticale per asse delle y, e la sua estre- 
mità inferiore per origine, l’equazione del circolo è 


Quindi 


Ma 


x= *j(2ay - y*). 
ds a 

Ty- V(2 ay-rf)‘ 


Yt=~- <J\ 2 9(v*-y)\> 


so supponiamo che il movimento incominci dal punto definito da 
y t \ e quindi 


di _ a 1 

dy ' ' si (2<7) si i ò/i - u) (2« y - y 1 ) ! 


( 1 ). 


Se poniamo y—y x sen 2 0, abbiamo per il tempo della caduta per 
un arco qualunque 


t- 



un integrale ellittico del primo^ordine, di cui il valore per dati 
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limiti può aversi solamente per approssimazione; eccetto quando 
y t z=2a, cioè, quando la velocità è quella dovuta ad una caduta 
dal punto più alto del circolo. Questo caso lo considereremo fra 
poco (Art. 171). 

(1) si può porre nella forma 



ciascun termine della quale si può integrare separatamente. 

Supponiamo che si voglia determinare il tempo della discesa 
sino al punto più basso; i limiti di y sono y t .e 0. Se osservia- 
mo che 

f y n dy _ 2m-1 j' y n ~'dy y n ~' \!(y t y-y-) 

I *J(y ì y-y ì -)~ 2 « v \/(y t y-y *) « 


onde 

/° y n dy 

2n - 1 I' 0 

— - ni 1 

y n ì dy 

j v ■ \!(y l y-y t ) 

2» ‘ V ;/ 

, \!ty t y-y*) ' 

mentre 

r dy 

— ^vers -1 — 

+ c)° = - z 


J Vi 

V y . 

'Ut 

•i i\l ri nin 

f° y n dy 

*1-8.5... 


ti Ultil IIU 

J y. ■JiViV-y 1 ) 

2 • 4 • G 

...2» " Jl ■ 


Quindi il tempo della caduta sino al punto più basso è 


+ 


( i-3...(2»-i) ]'-(y,\ n , 

1 2-4.. .2« f \2aJ J' 


Quando l’arco della vibrazione è molto piccolo, abbiamo 
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ed il tempo di una completa oscillazione è 

2 rJ-. 

Vg 

Il valore di t x coincide con quello in una cicloide, Art. 1G8, 
se osserviamo che nella cicloide la quantità a è quattro volte più 
grande che nel circolo. . 

170. L’approssimazione seguente dà, come una correzione al 
periodo di un quarto di oscillazione, l’espressione 


“ /« Vy 
2 \g 8o ’ 

di cui il rapporto a quel periodo è 

~ corda del semi-angolo d’oscillazione^ . 

Cosi, se l’elemento oscilla per un arco la di cui corda è 

da ciascuna parte della verticale, il tempo dell’ oscillazione dato 

dalla formola iti/- sarà inesatto por circa r ^ --- del suo valore, 
Vg 1600 

in difetto. 


Quando l’elemento si suppone sospeso da un filo senza peso, 
esso diviene ciò che si chiama un pendolo semplice. Una tale 
macchina può esistere solamente in teoria, ma la Dinamica ci 
fornisce i mezzi di ridurre il calcolo del movimento di un pendolo 
come quello che possiamo costruire a quello del pendolo sempli- 
ce. E chiaro che col suo mezzo possiamo determinare il valore 
di g, se la lunghezza del pendolo, il suo arco d’oscillazione, cd 
il numero delle vibrazioni che esso fa in un dato tempo, sono 
conosciuti. Poiché la gravità decresce (secondo una nota legge) 
a misura che ci eleviamo al di sopra della sujjerfieie della Terra, 
il paragone dei tempi della vibrazione dello stesso pendolo alla 
sommità di una montagna ed alla sua base ne darebbe approssi- 
mativamente l’altezza. Una delle più importanti applicazioni del 
pendolo è quella fatta da Newton. È chiaro che se il peso di un 
corpo non è proporzionale alla sua massa, il valore di g sarà di- 
verso per diversi materiali. Quindi il fatto che pendoli della stessa 
lunghezza vibrano in tempi eguali nello stesso luogo qualunque 
sia la materia da cui sono formati, dimostra, per mezzo della 
formola precedente, la verità di una parte della Legge di Gravi- 
tazione, Art. 144: cioè che, in circostanze eguali, l’attrazione 

49 
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esercitata <la un corpo sopra di un altro è proporzionalo alla quan- 
tità di materia che ossq, contiene , ed indipendente dalla sua 
qualità. 

171. 0 pure possiamo prendere l’ equazione dell’accelerazione 
lungo l’arco. 

Supponiamo che 0 sia il centro, OA il raggio verticale, 13 il 
punto dal quale parte l'elemento con la velocità aio, al tempo 
< = 0; P la sua posizione al tempo t. 


Sia 

Allora 

Ma 

Quindi 



(V-s „ 

— — — — .17 senti. 
di- 

s = a 0. 

d*0 g 

m »on0 . 

dt 3 a 

jlQ 


(1). 


Moltiplicando per 2— ed integrando, abbiamo 




C + — cosO. 
a 


Ma 


“ = io, quando 0 = a, 


quindi ~ ^ y/ («OS 0 - cosa + ^-) (2). 

Questa non si può integrare senza le funzioni ellittiche a meno 
che non sia 

tuo 3 

— cos a = 1 ; 

2 (J 
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o 


a'-io- = 2 ga (1 + cosa); 


cioè a meno clic la velocità di proiezione in li, non sia quella 
dovuta ad una caduta per la deferenza delle altezze di D e del 
punto più alto del circolo. 


In questo caso, 



Da questa abbiamo 




Ma t= 0, 0 — a , insieme, 


quindi 


v^ =l0S V^ 


( 1 - 8cp l)( 1 + scn à) 

(i +scn|) (l -Scn?) 


( 3 ), 


la quale determina il moto completamente. 

Dall’ osservazione nell’ Art. 106, è evidente che, dopo di esser 
giunto in A, l’ elemento salirà per l’altro semicircolo con una ve- 
locità sufficiente appunto per portarlo al punto più alto; il tem- 
po, T, nel quale esso giungerà a quel punto dopo di aver lasciato 
A , si troverà ponendo 

0 — ”, a — 0, in (3). 

Questo dà y ^ T = log x = co ; 

o sia, l’ elemento si avvicinerà continuamente al punto piu alto 
senza raggiungerlo mai. 

172 . 'Trovare la pressione sul circolo. 

Si supponga lì diretta in fuori dal centro, allora evidente- 
mente 

v 2 

lì — 1- g cos 0 

a 


= 2g (cos 0 — cos a) -f aio 2 + g cos 0, per (2) , 
= og cos 0 — 2g cos a + au 2 . 
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Supponiamo che l’elemento sia stato proiettato da A, con la 
velocità «io; allora a=0; 

ed U — 3 g eos 6 — 2 g + aio 1 . 

Questa espressione di li ammette il valore zero se 

aw* 5g , o au£.v , (5?«)- 

Può accadere però che i punti cosi trovati non giacciano den- 
tro l’arco percorso dall’elemento. 

Vi sono posizioni di quiete (Art. 166) quando <uo£_2 \](ga). 
Ora, affinchè i punti in cui E—0 giacciano nei limiti dell’oscil- 
lazione, il valore di cosO, per i primi, non dove essere minore 
di quello per i secondi; 


la — am* s 2 g — «w* 

o, > — . 

3g = 2g ’ 

Questa condizione può essere solamente soddisfatta da Ig—aio'- 
che svanisce o diviene negativa; cioè, da 

ata^_y/(2ga). 

Quindi, se la velocità di proiezione dal punto più basso non ò 
minore di \l(2ga), c non è maggiore di \/(bga), vi sarà un punto 
nella traiettoria in cui .ft=0; e so l’elemento si muove sulla parte 
concava di un circolo levigato, o è legato con un filo ad un punto 
fisso, il moto circolare cesserà in quel punto; l’elemento cadrà 
dal circolo nel primo caso, ed il filo cesserà di essere teso nel 
secondo. 

Fuori di questi limiti è evidente che avremo, per velocità di 
proiezione >*J(bga) rivoluzione continua nel circolo, e per ve- 
locità di proiezione <^/(2 ga) oscillazioni intorno al punto più 
basso. 

Ancora per quello che abbiamo mostrato sopra, se l’elemento 
si muove in un tubo circolare, esso oscillerà se la velocità nel 
punto più basso è minore di 2^(ga): se quella velocità è eguale 
a 2 \l(ga) l’elemento giungerà al punto più alto dopo un tempo 
infinito; e se è maggiore di 2 \/(ga) esso girerà continuamente. 

173. Un elemento scende dalla quiete ad un’ altezza k per la 
parabola semicubica di cui V equazione è ax*=y 5 , l’asse delle y 
essendo verticale; determinare il movimento. 
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ds • • t 

Qui, — =— \l[2rj(k— y)J, poiché la gravità tende a diminuire s. 

Inoltre f = \/{ 1 + (f )’} = s/C* + laQ = \Z0 + ID' 
Quindi, | = -\l- a Ìa + 9y ■ 


dy \ 8ga(k — y) ' 
cd il tempo della caduta ad un punto in cui y = l è 

/* 


1 /4a + 9y 

1 ~ \/(8ga)Ji\l k-y >J ' 


02 ifc-y . ...... I9(k-l) n 

Sia 7 T = i 7 T > 1 limiti di 0 sono v/-j — - 7:7 e 0 ; 

9 4 a + 9y' V 4<i + 91 

e quindi 


9y 


9fc + 4 a / V 4575T 2d0 


3 yj(8ga) 


(1 + O 1 )* • 


u 

Si ponga 0 = tan!j, i limiti sono tan -1 \lj~~r~7Ti c 0> c 

\ *x(l t't 


9 k 4- 4« / t!in ' V 


3 \l(8ya) 


9k + 4o 

37(S^T) 


f tan 1 


J 9 ^ 

\4o • 


-0 


+ 


+ 

\ V 

2dcpcos 2 (p 

9(4 - f) 
1 4a + 91 


m-i) \ 
\4 a + 91 I 

r 


+ 91 ' 9(fc — l) 
4a -f- 91) 


che determina l t per ogni valore di k e di l. 

So si vuole il tempo della caduta alla cuspide dell’ origine, 
7 = 0, e 

9^40 1 3 lk MafcH 

3v(8po) r 2 Va + 4« + 941' 

174. t/n demento sollecitato dalla gravità è proiettato, dal 
vertice, lungo una parabola levigata il Ai cui asse è verticale ed 
il vertice in sm; determinare il movimento c la pressione sulla 
curva. 
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Sia **=4 ay l'equazione, l’asse delle y essendo verticalmente 
in giù, ed il vertice nell’origine. Allora 

(*)* = „•= P + 2 W , 


in cui V ò la data velocità al vertice. Supponiamola dovuta al- 
l’ altezza l, allora 


Ora 


(!)' = 25<! + ìi) <*>• 

/ dj\' _ _y_ 

\ds ) ~~ a + y ’ 


per l’ equazione della curva. 

Quin,li (f)’ 


2gy(l + y) 

u + y 


e, so t , ò il tempo della caduta alla profondità k, 

1 [ k I a + y 

j(2g)l 0 \ly(l + y) <hj ’ 

* ’ 

il quale ò così determinato. 

Per la pressione sulla curva, supponendola positiva quando è 
dall' asse, abbiamo immediatamento 




2g ( l + y) 



-g 





= g 


(l — a) a i 

(a + yf 


Se l>a, E ò positiva, o l’ elemento si muoverà dalla parte 
concava della curva; se l<a, Il è negativa, e l’elemento si muove 
dalla parte convessa. In ciascuno di questi casi la pressione è 

gma. 

inversamente come la - potenza della profondità al di sotto 
della direttrice. 


2gle 
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Se l — a, cioè so la velocità di proiezione al vertice è quella 
dovuta ad una caduta dalla direttrice, Jl ò zero per tutto il cam- 
mino, o sia l’elemento si muove liberamente, come si poteva 
dedurre dai risultati del Cap, IV. 

175. Trovare una curva tale che un elemento sotto V Azione 
della gravità discenderà per un arco qualunque di essa da un 
dato punto, nello stesso tempo che impiegherebbe per discendere 
ì)cr la corda di quell’ arco. 

Si prenda la verticale condotta pel punto dato come linea ini- 
ziale, allora se p, 0 sono le coordinate polari di un punto della 
curva, il punto dato essendo il polo, le condizioni del problema 
danno immediatamente 


ds 

dò 


d 0 


Oo V(2? pcosO) 



2 P 

cos 0 ’ 


0„ essendo l’inclinazione alla verticale della tangente al punto 
di partenza. 

Ma, differenziando rispetto a 0, 


ds /dp 

dÒ v '2 j dò 

\/(2pcos0) 2 ) (pcosO) 


^/p-sen0( 


(cos 0) 



Quindi 


ds 

db 


do 


». 


Ma sempre 



Eliminando s tra queste equazioni, e riducendo, otteniamo 


di cui l’ integrale è 



0 cos 20 dO 
sen 20 ’ 


2 log p = log C sen 20 , 
cioè, p* = « 5 sen20, 

la Lemniscata di Bernoulli, il nodo essendo il polo, ed una delle 
tangenti in quel punto la linea iniziale. Quindi 0^ — 0. 
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176. Trovare una curva tale che se un elemento, sollecitato 
flalla gravità, scende su di essa per uno spazio verticale h, par- 
tendo dal vertice con la velocità dovuta ad un’altezza h, il tempo 
della caduta sìa indipendente da h. 

Sia l’ asse delle y verticalmente in giù, allora evidentemente 
il tempo richiesto è 


4 


ds 

a* 


sj i 2 <7 (h + y) 


ds . 

Sia -j- = <f(y) la richiesta equazione differenziale della curva, 


* <K2g)JoJ(h 


(y) dy 


V(2<7)W(h + y) 

1 

1 ì i cf(hs)h t (h 
\l(2g)j o ^ (l +■ z) 


, se y = hz. 


dt t 


Ora — deve essere identicamente zero, quindi abbiamo 
da 


hz 9 ' (hz) = — -ff (hz) , 



<}' (!!)<*!/_ dy 

0 

? (V) 2 y ’ 

quindi 

9(i ,) = cy-5=g, 


il che mostra elio la curva ò una cicloide, di cui la base è oriz- 
zontale ed il vertice in su. , 


177. Essendo dati due punti, clic non sono nò in una linea 
verticale nò in una orizzontale, trovare la curva che li congiunge, 
per la quale scendendo un elemento sotto l’azione della gravità 
e partendo dalla quiete nel più alto, pervenga all’altro punto 
nel più breve tempo possibile. 

La curva deve evidentemente giacere nel piano verticale che 
passa per i punti. Infatti supponiamo che essa non giaccia in 
quel piano, si proietti ortogonalmente sul piano, e si chiamino 
gli elomenti corrispondenti della curva e della sua proiezione 0 
e 0 '. Allora se un elemento scendo per la proiezione della curva 
la sua velocità in 0 ' sarà la stessa che la velocità nell’ altra in c. 
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Ma o non è mai minore di a', ed è generalmente maggiore. Quin- 
di il tempo per o' è generalmente minore di quello per o, e mai 
maggiore. Cioè, l’intero tempo della discesa per la proiezione 
della curva è minore di quello per la curva stessa. 0 sia la curva 
richiesta giace nel piano verticale che passa per i punti. 

Prendendo gli assi delle x ed y, orizzontale, e verticalmente 
in giù, rispettivamente, dal punto di partenza; so a 0 è l’ascissa 
dell’altro punto, il tempo della discesa sarà 


c o ds 


dx 




dx , dn 

■ —■■■-; o, scrivendo — = n , 

o V<2 gy) a* 




va ±éi 


L = I v V;o J \' dx. 

V( 2 fw) 

Applicando le regole del Calcolo delle Variazioni, abbiamo, 
poiché V o ^ b una funzione di y e p, la condizione per 


un nummo, 


V?/ 


r = i; (£) +6 ’’ 


il coellieiente dilTerenziale essendo parziale. 


Questo dà dìi + . & = 

\iy \ltf Va + p) 


+ c. 


0 

Quindi 


\ly \J(l + p‘) = — — V fl supponiamo. 
0 

ds _ V(1 t^) _ / o 

dy p Va - y ' 


equazione differenziale di una cicloide, l’origine essendo una 
cuspide e la base l’asse delle x. 

Questo è un problema celebre nell’ istoria della Dinamica. La 
cicloide ha ricevuto per questa proprietà il nome di Brachisto- 
crona. Più innanzi ci proponiamo d’investigare la natura ed al- 
cune delle proprietà delle Brachistoerone per altre forze oltre 
della gravità. > 


178. Trovare la curva per la quale se un clcynento, proiettalo 
con una data velocità, scende sotto V azione della gravità, per- 
correrà spazii verticali eguali in tempi eguali. 


50 
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Qui abbiamo, prendendo l’asse delle x orizzontale, e quello 
delle y verticalmente in giù, 

se la velocità è quella dovuta ad una caduta dall’asse delle x. 
Inoltre per la condizione = cost. = \l (2gh), supponiamo. 


Quindi 

tls \y 

dy V/t ’ 

dx jy-h 

dy~\ h ' 

o. 

x+ c- 2 (fo-W 

X+C -3l h ) 


la parabola semicubica. 

Se la velocità orizzontalo (leve essere costante, abbiamo 


dx , ds ly dii In — k 

” a »s=Vì' 0 S = V— • 


e quindi 2-J k \J(y — le) — x + C ; 

una parabola con l’ asse verticale cd il vertice in su; come in 
vero potevamo prevedere dai risultati del Cap. IV. 

Si deve osservare che questa non è la sola soluzione del pro- 
blema proposto, poiché lo equazioni precedenti sono tutto sod- 
disfatte dalla soluzione particolare 

y-h. 

Questa dinota una linea orizzontale, in cui la pressione è uni 
forme, ed eguale al peso dell’elemento. Nel caso della parabola 
il moto è libero. 

179. Un elemento si muove su (li una curva piana levigata 
sotto l’ azione di una forza diretta ad un centro fìsso nel piano 
della curva; determinare il moto. 

Sia r—f( 0) l’equaziono polare della curva resistente rispetto 
al centro di forza come polo, e sia F—<f(r) la forza centrale ri- 
pulsiva sopra un elemento di cui la distanza dal centro è r. 
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Risolvendo secondo la tangente in un punto qualunque, 



d t s dr 

dt 2 F ds 

(i); 

Quindi 

( 1 ) =v *~ C+ 2 j?(r)dr 

(2). 


L’equazione (2) contiene la completa soluzione del problema per 
quanto concerne il movimento; poiché, per mezzo dell’ equazione 
della curva, r o s si può eliminare da essa, e se 1’ equazione dif- 
ferenziale risultante è integrabile, essa darò s o r in termini di t. 

Per la pressione sulla curva. Risolvendo secondo la normale 
in un punto qualunque, p essendo il raggio di curvatura, ab- 
biamo 


v 


! + pf=ji 

p OS 


( 3 ), 


un’espressione che per mezzo delle equazioni precedenti darà li 
in termini di t o r. 

(Quindi la soluzione è completa. 


180. Un elemento, inizialmente in quiete in un plinto della 
spirale logaritmica r=ae n ® di cui il raggio vettore èli, si muove 
sulla curva sotto l’azione di un centro attrattivo di forza pro- 
porzionale alla distanza, situalo al polo; determinare il movi- 
mento. 


Qui 


(Ps dr 

— _ — pr — ; 


° nd ° (IT—*- 

e 0 = C - pò 2 , 


quindi 


ds 

iti 


Vii* (&*-r‘)j 


S-VfG)+-G)l 

=§\M- 


Abbiamo quindi 


dr n ■y'p 

V(ò* - r*) ~ 7(1 + «*) 


di, 
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onde r =‘“"{73+^ + P|- 

Al tempo t— 0, questa diviene cos£5; che dà p=0, e final- 
mente 

, n Vi xt 

r - fe cos 7/~i i '-q~ \ ; 

V(! + w 2 ) 

che determina la posizione dell’ elemento ad ogni tempo. 

Quando esso giunge al polo r=(); il richiesto intervallo è 
quindi 

y _ 7ty(l + ro 2 ) 

2 n <Jp. 

Per la pressione sulla curva, 

rd(> 


11 = ixr-^r- 

p da 

_ p.(P-r'-) 




r ya + «*) y(i + « ! ) 

u ò 2 - 2r 2 


y(l + n 2 ) r 

Quindi la pressione è verso il polo quando il movimento inco- 
mincia, diviene zero quando la distanza dell’ elemento dal polo 

diminuisce nel rapporto di — , e poi 6 difetta dal polo pel rima- 

V 2 

nentc del moto. 


181. Un elemento si muove, sotto l’azione di nessuna forza 
applicata, nell' involuta di un circolo, determinare il movimento. 

Il modo più semplice di risolvere una tale questione si è di 
notare che la velocità è necessariamente costanto. Se a è il rag- 
gio del circolo, 0 + a l’angolo al centro corrispondente alla lun- 
ghezza del filo svolto, abbiamo evidentemente 

di) 

a(a + 9)^=C, 

dalla quale il movimento è immediatamente determinato. 

Se m è la massa dell’elemento, la pressione sulla curva (o la 
tensione del filo) è 

_ mv 2 _ m C 2 
~ P ~ a (a + ®j ’ 
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Riferite a coordinate rettangolari con l’origine nel centro del 
circolo, le equazioni del movimento (0 essendo misurato dall’asse 
delle y) sono 

d ì x _ , 

m^ = - Tsent; ' 

con le condizioni geometriche, 

x — a j (a + 0) cosO — senO } , 
y — a j (a + 0) senO + cos 0 | . 

Dall’ ultima abbiamo 

dx . . db 

j r = -»(a + 0)« n « a , 

dy A db 

- = + 


dh 
dt * 


fi = « «« « | [<* + »> §] - » » < * (« + 0 ® ’ ■ 

Usando queste nelle equazioni del moto, troviamo subito 

o l[ (a+t) S =0 ' 

, . fdby m 

ma(a+ °)\di)=T' 

che sono equivalenti ai risultati ottenuti sopra. 


182. Quando la curva resìstente è a doppia curvatura. 

Tutto ciò che conosciamo dirottamente rispetto ad 11 si è che 
essa è perpendicolare alla retta tangente in ogni punto. 

Si risolvino allora le forze date che agiscono sull’ elemento in 
tre, una, S, secondo la tangente, la quale in tutt’i casi in na- 
tura sarà una funzione di x, y, z e quindi di s\ un’ altra, T, nella 
linea d’intersezione del piano normale col piano osculatore (o nel 
raggio di curvatura assoluta), e la terza, 1‘, perpendicolare a 
ciascuna delle altre due. 
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Siano 7i,, 1U le parti risolute (li li nelle direzioni di Te 1‘. 

(Ps 

Allora l’ accelerazione secondo la tangente ò ; , o perciò 

iti" 


cPs _ 
dP~ 


S 


(!)• 


Questa equazione insieme con le due della curva è sufficiente 
per determinare completamente il moto. 

Ora l’ elemento in ogni punto della sua traiettoria si può con- 
siderare come movendosi nel piano osculatore. Quindi, per la 
nostra investigazione del movimento in una curva piana, Art. 
155, so [j è il raggio di curvatura assoluta, v la velocità, 

n t = T~ T < 2 )> 

p 

Tessendo considerata positiva quando agisce verso il centro di 
curvatura assoluta. 

Ora 7i., è la forza che impedisco a 7’ di deviare l’ elemento dal 
piano osculatore; e perciò 

li^-P (3), 


(2) e (3) danno le parti risolute della pi-essiono sulla curva. 
Ancora 11= \] (Ti, 2 + 7< 2 -) , e la sua direzione fa un angolo 

= tan -1 ^ col piano osculatore. 


183. Nell’ Art. 1G8 giungemmo alla rimarchevole proprietà 
della cicloido invertita, che un elemento scendendq sotto l’azione 
della gravità dalla quieto in un punto qualunque della curva 
giunge al punto più basso nello stesso tempo, qualunque sia il 
punto della curva dal quale esso parte. Cerchiamo per quali forze 
un analoga proprietà è posseduta da ogni altra curva data. 

Le forze risoluto secondo la curva abbiano una componente 
= — o'(s), in cui s è la distanza dal punto al quale il tempo della 
caduta è costante: allora, 


d-s 

dP 


~ - ?'(s) 


( 1 ). 


Se relomento parte ad una distanza k dal punto fìsso, la ve 
loeità —0 quando s—h. Quindi l’esatto integrale di (1) è 
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ed abbiamo 


fo 

v/2l= - 

J Ai 






*Ì9(*)-«?(«)P 

se ■ è il tempo della caduta al punto fisso, che per ipotesi devo 
essero indipendente da k. 

Si ponga s — kz, i limiti di z sono 1 e 0, e 

kclz 


V2 

J 01 , 


1 

Vi 2 


’{?(*) - 

cd, affinchè questo sia indipendente da k, dobbiamo evidente- 
mente avere 

9 (*) - 9 (kz) = k-f (e) ■ 

in cui f(z) è una l'unzione clic non contiene k, e cho in fatti ri- 
viene ad essere una costante. 

Questa equazione si può porre nella forma 

9 (*) ?(*») _ e ., 

k 2 " 

dalla quale, con l'inspczione, otteniamo 

ìB-c+91 n 

le* - ° + k* (u) ' 


O pure potremmo procedere come segue, 


J‘2 — = 
v rf* 


9 (*)-c(As)| : 


k 9 '(*)— j» 9'(/c~) 




O <j{k)-<i{k3) 

r questa dove essere identicamente eguale a zero. 

Quindi | 9 (k) - 1 o'(fc) j - j 9 (*«) - y 9'(^) | = 1 

identicamente, il che può solamente accadere se 

9(*)-|9 '(*)=C"i 


(o pure so <f(x) — costante; che evidentemente è inutile conside- 
rare, poiché in questo caso non vi sarebbe alcuna accelerazione 
e quindi alcun movimento). 
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Quindi — 

che dà, come sopra, 


2? (x) [ 9'(s)_ 2 C" 

X 3 X 3 X 3 


X * X- 


L’una o l'altra di queste equazioni (2) o (2') dà 
? (x) = C'x* + C", 

9'(a-) = Cx. 

d*s 


Quindi, per (1), 


— — Cs 


cioè, la forza risoluta secondo la curva deve essere proporzionalo 
alla distanza in arco dal punto fisso. 

184. Potremmo arrivare alla stessa conclusione, ma non del 
tutto in modo tanto soddisfacente, così, 

/o T _ f* <1s f, , 1 fW i . . I 

' 2 ><*> + -1 

Ora la condizione affinchè V («+l) m0 termine quando s’ integra 
tra i limiti non contenga k è che 

i’fc i?(s)l ds g j a indipendente da k. 

'«I <?(fc)f +2 

Questo può solamente accadere se è |9(fc) (*, e naturalmente an 
che |9(s)| 2 , delle stesse dimensioni come ds, e quindi come s. 

Si prenda quindi j 9 (s) j 2 = C"s , 
o 9(s)= C's s ; 

od abbiamo 9 '(s) = Cs, come sopra. 

185. Quiùdi se X, T, Z sono lo forze impresse, 

x*f + xà + z* c, 

ds ds ds 


è la condizione che esse debbono soddisfare ad ogni punto x, y, z 
della curva data. Per tali forze la curva data si dice essere una 
Tautocrona. 
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Dall’equazione (3) Art. 183, il tempo della discesa è 

,= stó- q ° mìc= ^- 

186. Trovare la Brachistocrona per un elemento assoggettato 
all’ azione di forze qualunque che rendono Xdx + Ydy + Zdz un 
differenziale completo di tre variabili indipendenti. 


Generalmente 


t 


-/?• 


tra i limiti convenienti, deve ossere un minimo;.e quindi, pren- 
dendo la sua variazione, 

f vS ds — ds ov 




-=0 


0 ). 


Ma l’equazione dell’energia è 

1^=1 (X dx + Ydy + Z dz) ; 


e dà 
o 

Inoltre 


v Sr — X ox + Yòy -f ZSs , 

dstv ~ (Xdx + YSy + Z Se) dt (2). 

ds- — dx 5 + dy* + dz * , 
ds „ dx , , dy , , dz ^ 

" dt u,s = ™* = i77 3,te + li + a < 3 > 

Quindi (1) diviene, per (2) e (3), e siccome doò seguono la 
legge commutativa, 


0= /M§'' Sl+ t' %+ § rf& ) 


— (Xòx + Yòy -j- Zòz)dt 


dx - (ty „ dz 

* & + 3f 6 ' + Si 


\ \ (dx ^ dy dz „ \1 

_ji s ( 

+ {é-(3l) + lì & ]- 


7 & )l 
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integrando il primo termine por parti. I termini integrati in [ ] 
appartengono al limito superiore, quelli in j J all’ inferiore . 

Ma, se i punti estremi sono dati, abbiamo nei due limiti 

8x = 0, 3 y=-0, 8zt=0, 

o quindi i termini indipendenti dal segno integrale svaniscono. 
Affinché l’integralo sia identicamente zero, dobbiamo avere, 
poiché dx, 8 y, 5 z sono indipendenti, 



con simili espressioni in y e s. L’eliminazione di t, e v o —, da 

(Il 

questo equazioni ci darà le due equazioni differenziali della enr- 
va richiesta, le forzo X, Y, Z essendo por ipotesi funzioni di v, 
y, s solamente. 


187. Ma senza liberarci da v possiamo dimostrare due prò 
prietà comuni a tutto queste Brachistocrone. 

Eliminando t da (4) abbiamo 



o 


.(I*x dv dx 

v* v — 

ds i ds ds 


X = 0 


( 5 ), 


con simili espressioni in y o e. 

Moltiplicando questo in ordino por X, p, v o sommando; so 
prendiamo X, p, v tali che 


, d t x dhj d <l s 

ds"- 1 ds 1 ds * 

, dx , dy dz n 

X-t- + P-v-+v- t --0 

ds ds ds 


(G), 


avremo ancora 


X X -f- p Y -p vX r=0 (7). 


Ora (G) mostra che la linea di cui i coseni di direzione sono 
comeX,p,v è perpendicolare al raggio di curvatura assoluta 
della traiettoria, ed anche alla tangente; cioè, essa è normali 
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al piano osculatore. Inoltro per (7) la stessa linea è perpendico- 
lare alla risultante di X, ¥, Z. 

Quindi, il piano osculatore in ogni punto contiene la risultante 
delle forse impresse. 

Inoltre, so p è il raggio di curvatura assoluta, 

ed i suoi coseni di direzione sono 

drx ' d i y d t s 
p ds* ,2 rfs* ,P tfs»’ 

quindi, moltiplicando le equazioni (5) per 

drx d-y d 1 z 
ds* ' di?' ds* ’ 

e sommando; osservando che, essendo 


abbiamo 


dx d l x dy d*y de dts 
ds ds 3 ^ ds ds* 1 ds ds t ' 


otteniamo l’ equazione 


v 2 

J 




+ /P< ^ + Zp 


( 8 ), 


la quale esprimo che la parte della pressione dovuta alla velo 
cita è eguale a quella prodotta dalle forse impresse. 

188. Se i punti estremi non sono definitivamente assegnati 
(se, per esempio, si voglia trovare la curva della più celere di- 
scesa da una curva data ad un’ altra) non abbiamo più 

5x — 0, oy — 0, os = 0 

ai limiti; ma, con le richieste modificazioni, il procedimento nel- 
4’ Art. 187 ci abilita a trovare le condizioni adatto in ogni caso. 
Tali quistioni, però, presentano difficolti che appartengono più 
al Calcolo delle Variazioni che alla Cinetica. 
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Cosi, supponiamo che il punto finale della traiettoria debba 
giacerò sopra 

F(x,y,z) = 0 , 


(IF (1F dF . 

abbiamo -3- Sa: -j- — Sa + — 03 = 0 

dx dy de 


(1). 


Inoltre affinchè [ J svanisca, il che è necessario affinchè 5 1 sia 
zero, dobbiamo avere 

jr 

dx „ dy » de „ „ 

s“+a?*+s«»-«> < 2 >- 


Ora la sola relazione tra Sx, Sy e Ss è (1), alla quale (2) dovè 
essere equivalente: quindi 

dx dy de dF dF dF 
dt ' dt ' dt" dx ' dy dz" 

!.. 

Queste equazioni mostrano che l’ elemento mobile incontra la 
superficie eslroma ad angoli retti. Una simile condizione si vede 
facilmente che ha luogo se il punto iniziale della traiettoria deve 
anche giacerò sopra una data superficie, purché l’ intera energia 
sia data e la datu superficie sia un’ equipotenziale. So essa non è 
equipotenziale, dei termini dipendenti da 8 x n , 8y ot 8z g , compari- 
ranno nell’ integrale e dovranno essere presi insieme con j j . 

So un punto estremo devo giacere sopra ima curva data la 

condiziono devo essere determinata in modo simile. 

. \ . . • ; • ; . ; • v \ *' ** * * ' . * 

1S9. Un elemento si muove sotto V azione di date forze sopra 
una data superficie Icvìyata; determinare il movimento, c la pres- 
sione sulla superficie. 

•Sia F(x,y,s)~ 0 (1), 

l'equazione della superficie, Il la forza clic agisce nella normale 
della superficie, elio è il solo effetto della sua resistenza. Allora 
se X, p, v sono i suoi coseni di direzione, sappiamo che 



con simili espressioni per p. c v; i coefficienti differenziali cssen 
ilo parziali. 
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Se X, r, 7. sono le forze impresse, le nostre equazioni del 
moto sono, evidentemente, 


= X + E\ 


dPx 
dt J 

= r + v.) (•")• 

d^z 

— -Z + ifv 

Moltiplicando le equazioni (3) rispettivamente per 
dx dy ‘de 


dt ’ dt ’ dt ' 


e sommando, otteniamo 


■ìf milioni 
jIiov vi arto 
ovof> «noli 


dx (Px dy d' 2 y dz d*z 

Tt dP 1 di dt 2 + Jt dV 2 


L 2 di J 


dx dy . ds 
X dt + 1 dt + Z dt 


( 1 ). 


R sparisco da questa equazione, poiché il suo cocflicicnto è 


* <o* 
100 £ 


. dx dii dz 

} 'dt + dì + '*Tt ' 


e svanisce, poiché la linea i di cui coseni di direzione sono pio 

' iuez? as.itó aSbh H 

porzionah a —, ctc. essendo la tangento alla traiettoria, è per- 

Ctl 

pcndicolare alla normale della superficie. 

Se supponiamo clic X, ¥, Z siano forze tali come si trovano 
in natura, (Cap. II.) l’ integrale di (4) sarà della forma 

. i" ui ■ ; ° 


(5), 


»« = 9(®,y, *) + C 

odo pmn< ■ .... 

e la velocità in ogni punto dipenderà solamente dalle circostanze 
iniziali della proiezione, e non dalla forma della traiettoria per- 


corsa. 


il ■./ 


Per trovare E, si moltiplichino le equazioni (3) in ordino per 
X, p, V, si sommino, c si osservi clic X 2 ili s +v s =l. Otteniamo così 

- . d“X d-y d^z ... ■ r/ ,, 

X tì. + |I 5i3- +v ^- =iX + 1 l‘ + z,tJi - 
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• ... d?x d-x, ( ds\* dx d i s 

Ora, poicliu _ = _ ^ J , cUl . 


<Px 
dt 1 


X^: + 1A^ + V 


dhj 
1 dt 1 


d?z 

dt* 


( 1)1 


, <V-z d‘« (Pii 

’'*f + l‘3? + v — ' 


ds*) 


poiché, evidentemente, X — 4-u-^--fv-^ = 0. 

ds els ds 

Ma, se p è il raggio di curvatura della seziono normale con- 
dotta per Ss, p, il raggio di curvatura assoluta della traiettoria, 
abbiamo, pel Teorema di Meunier, 

/. d*x d?y d*z\ 


Quindi 


X 


d?x 

dì? 



d* 


d?z v* 

= 7 


e l’ equazione precedente diviene 

j = xx + r|i + zv + ìì, 

che dà la pressione normale sulla superficie. 


190. Trovare la curva che V elemento descrive sullu superficie. 
Per questo oggetto dobbiamo eliminare li dalle equazioni (3). 
Con questo prooedimcnto otteniamo 


d?x dhj d*z _ 

i li ? _ _ dt * _ dt? 

X ~ u - v 


duo equazioni, tra le quali se si elimina t, il risultato ò l’crfua 
zione differenziale di una seconda superficie che intorsega la pri 
ma nella curva descritta. 


191. Tanto per il problema generalo, facciamo ora dello ipo- 
tesi particolaid. 

So non vi sono forze impresse sull’elemento, abbiamo da (5), 

v* = C, 

e le equazioni (6) diventano, poiché in questo caso 
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(l^x_(l*x/.ds\* r d*x 

dt* ~ di* Vd J ^ C ds* 


, etc. ctc. , 


d*x dry d*z 

ds * ds* ds* 


d*_ 
ds*' 


X JA V 

etc. sono proporzionali ai coseni di direzione del rag- 


gio di curvatura assoluta della traiettoria; X, p.,v sono quelli 
della normale alla superficie. Quindi queste linee coincidono, o 
la normale della superficie giace nel piano osculatore della tra- 
iettoria. 


Ma questa ò la proprietà della linea più lunga o più corta che 
congiunge due punti sopra una superficie, quindi abbiamo la 
seguente singolare proposizione. 

Se un elemento, non assoggettato ad alcuna forza, si muove da 
un punto ad un altro sopra urna superficie levigata, la lunghezza 
della linea descritta sarà un massimo o un minimo. 


Questo risultato si dedurrà in seguito da un altro principio 
(Cap. IX.) ed allora fisseremo più precisamente il senso in cui 
la proposizione precedente si deve intendere. 


192. Un elemento si muove sopra una superficie di rotazione, 
la sola forza agente essendo la gravità in una direzione paral- 
lela all’ asse della superficie; determinare il movimento. 

Si prenda l’asse della superficie per quello delle z, l’equaziono 
si può scrivere 

F{x,y,z)-f\^]{x*-\-y*)\ = 0. 

Questa si può mettere nella forma 
f(p)-z = 0 , 

se p ò la distanza di un punto qualunque della superficie dall’asse. 
Le equazioni (G) diventano 

d*x d-y d*z 
dì? _ di* _ di* 

I primi duo termini eguali ci danno, per il movimento riferito 
ad un piano perpendicolare all’asse, l’ equazione 

d*y d*x A 

dt * dt * ;n: ,'jÙ - i ] ) ■ ..i.upe 
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Ma se 0 ò l’angolo tra il piano che contiene p o l’asso dello e, 
ed un piano fisso condotto per quell’asse; vediamo (Art. 24, 121) 
clic quosto è equivalente a * 

dO 

p* — = cost. —h (8). 

dt 


Ora * = f'(o) % = f'h) = 

dt 'di 1 K?> dO di p* dO 


Quindi 


di* ~ p* d'ì 1 p* d'J)' 


Nello equazioni (7), si mqltiplichino il numeratore ed il deno- 
minatore della prima fraziono per rr, e quelli della seconda per 
y\ indi si sommino i loro numeratori o denominatori per formare 
i termini di una nuova frazione. Essa sarà evidentemente eguale 
a ciascuna delle altre, e quindi alla terza fraziono in (7). Ciò dà 


d*x d*g 

X dt? +y dt* _d*£ 
P/'(P) ' 9 ««* 


(»)• 


Ora differenziando l’equazione a, -, + J/ s — p J , otteniamo 

dx dy dp dO h dp 
X dt +y Tt = 9 d(idÌ "pdò’ 


e, con una seconda differenziazione, 


x 


d'-x 
dt * 


+ 



+ 


dx\* Atyy _^d/ldp\ 
.di/ + \di/ — p 1 dO \p db)’ 


o (0) diviene 


o, 


p* dO \p dO/ p*| p W I 7t* d (f(p) dp) 
pHp) P*dOÌ p* dÓ) ; 



p* dOl p* dO)J’ 


l’equazione differenziale della proiezione della traiettoria sul 
piano delle xy. Se omettiamo il termine che contiene g, vediamo, 
per F Art. 191 , che l’equazione precedente rappresenterà la pro- 
iezione sopra xy di una linea geodetica della data superficie. 
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193. Si supponga che il movimento abbia luogo in una coppa 
sferica; o, in altri termini, V elemento sia sospeso per mezzo di 
un filo da un punto fisso . * 

Questo è il moto più generale del Pendolo Semplice. 

Si prenda il centro per origine, e l’ asse delle g verticalmente 
in giù. 

Allora F (x, y,z)=x t + y i + z i — a l = 0 


è l’equazione della superficie resistente, e le equazioni del movi- 
mento sono 


d*x _ x 
df*~~a' 


dt * “ a 


d*z 8 
— =g—E - 


Quindi ’ (jt) +<2) + {w)- c+2oz 

= F*- 2g (k (1), 

se V e k sono i valori iniziali di v e z. 


Ma 


dhj d l x 

‘I-'5 = ,ì ” 


/ >• » \ ù - 

Vói, J Ì 


Inoltre 


dy dx , 

x -y? -y— =h .. 
dt dt 


dx 


o f . f T> ahttwn*?- mia 


( 2 ). 


+ ‘S =0 

uHi-iim 


per l’ equazione della superficie 
*C ) V ) A x di! 

Quindi, eliminando -j, e da (1), (2), (3), abbiamo 

M i •«*<;• . •/ • \ 

adz 

v^2g(k-z)\-h*]-;:; () ' 

■ . . , ; . , . .. , i? 

una funzione ellittica la quale, se fosse integrabile in termini 
finiti, darebbe z, e per conseguenza x ed y, in termini di t. 

52 


r 

= l vt («*-**> 
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194. Un caso speciale interessante è quello del Pendolo Coni- 
co, come è chiamato, quando l’elemento si muove in un piano 
orizzontale e quindi in una traiettoria circolare, il filo descriven- 
do un cono retto circolare il di cui asse è verticale. 

Qui z è costante, =z 0 supponiamo, e la terza delle equazioni 
del moto ci dà immediatamente 


ff-H~ 3=0, 
a 


sicché le altre diventano 




Da queste abbiamo 


x = \Ja l - je 0 * cos^i \j j- + cj , 

j a* - *r 0 * sen^< \j~ + cj , 

ed il tempo di una completa rivoluzione è 

e dipende solamente A&IY altezza del punto di sospensione sul 
piano dell’orbita circolare dell’elemento. 


195. Se le oscillazioni intorno al punto più basso sono molto 
piccole, possiamo ottenere risultati interessanti con una soluzio- 
ne approssimata. 

Sia 0 l’ angolo tra l’ asse delle z ed il raggio condotto all’ ele- 
mento (T inclinazione del filo alla verticale) , <]> l’ angolo che di- 
nota l’azimut del piano che contiene queste due linee, p la di- 
stanza dell’elemento dall’asse. La proiezione sia fatta orizzon- 
talmente con velocità V quando 0=a, —0 , <=0 insieme. 


Allora, 


z = 
k = 


a cos 0 = a 
a cosa = a 


( 6 2 \ 

( 1 — y» prossimamente, 

(*-?)■ 


t 
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Inoltre (2) dà immediatamente, 

' V 

p 2 -^ = h = a* scn 2 a 
r dt 


Quindi da (4), < =/-___ 


a Fa, prossimamente (5). 

a sena w 

« 2 QdO 


V[a*O*|F*- 0 Ó (0*-a*)} - a*F 2 a 2 ] 


=(-:)/ 


OrfO 


( 6 ), 




F* 

se £*=— non ^ maggiore di a*. Se accade il contrario, i segni 

dei fattori nel denominatore debbono essere cambiati. 

Quindi, il valore di 0 giace tra a e J3. 

[Se a=p, o F*= 0 aa*, il valore di 9 è costante ed abbiamo di 
nuovo il caso del pendolo conico]. 

Possiamo ora porre ( 6 ), supponendo a>£5, e ponendo per sem- 
plicità 

G) 1 - 


nella forma 


/* Odo 


I*-! 



nt = 


e se introduciamo una nuova variabile, w, tale che 

fi ,_ (a» + P»)-Mo(q*-P») 

2 


abbiamo 

o 

Ma quando 
quindi 

onde 


2 »‘=/7<r^v 

2 n(t + C) = cos -1 co. 
t = 0, 0 = a, u = 1; 
w = cos 2 nt\ 

ov «* + E 2 , ««-P 1 


2 + 2 


cos 2 «< ; 


o, sostituendo per il coseno dell’arco doppio, 
0* = a 2 cos* «< + f 2 sen 2 nt . 


( 7 ). 


Digitized by Google 



412 


MOTO NON UBERO. 


71 2tc 

Il valore di G 4 è perciò periodico. Per t — 0, -, —, etc. abbia- 
li 3 tì n n 

mo 0 = a; e per t — etc. 0 = ^. Quindi il periodo è 


196. Per trovare il movimento del piano in cui è misurato 0, 
ritorniamo all’equazione (5), 


P* = « Fa; la quale dà (ty = = n^dt, 


o, da (7), 


»ia[5 


dt 


a? cos 4 nt + f 4 sen* nt ' 
l’integrale della quale (Art. 138) ò 

,1 


t}< + C = tan 1 


2 

- tannt 
a 


Ma ò-O, t = 0 insieme; questo dà C=0, e finalmente 

tanè = - tanni 

T a 


( 8 ). 


È facile da ciò dedurre i risultati seguenti, cioè che ciascun 
quarto di rivoluzione di questo piano si compie nello stesso tem- 
po, e simultaneamente col cambiamento di 0 in quel piano da 
a a (3, o da $ ad a. Inoltre che, qualunque sia la posizione ini- 
ziale, il tempo del giro di questo piano per due angoli retti è lo 

stesso, cioè , - . 

n 

197. Se eliminiamo t fra (7) ed (8), troviamo 

a 4 S* 

0* - — s- . 

a? sen 4 1 }/ + (i 4 cos 4 i}/ 

Questa è della stessa forma dell’equazione polare di un’ellisse 
intorno al centro. La proiezione della traiettoria dell’elemento 
sopra.un piano orizzontale è perciò approssimativamente un’ el- 
lisse, i suoi semiassi essendo «a, 


198. Determinare approssimativamente l’angolo apsidale, 
quando V orbita c molto piccola. 

In un apside z è naturalmente un massimo o un minimo, e 
dz 

perciò — = 0. Questo dà, per l’Art. 193 (4), 

il I 

(a* - * 4 ) { F 4 - 2g(k - z) ] - h 4 = 0 (1), 
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di cui le due radici positive sono i valori alternati di z agli ap- 
sidi. Poiché abbiamo supposto che l’elemento sia stato proiet- 
tato orizzontalmente, il punto di proiezione è un apside; e quin- 
di k è una radice di questa equazione. 

Sostituendo k per z, abbiamo 

h* = F 2 (a* - A; 2 ) ; 
quindi (1) diviene dopo le riduzioni 

(k — z) j (fc + *) F 2 - 2g (a 2 - e *) j = 0 .. 

E, se l è l’altra radice positiva di (1) e (2), abbiamo 

2 9 (a*-P) 


( 2 ). 


ed 


F 1 = 
h* = 


k+l ’ 
2g(a*-k'-)(a'-P) 


k + l 

Ancora se - y è la terza radice di (1), 

n* - 7 2 

oda(2 >’= ttt 

(a + k)(a + l) 
k + l 



•- Z = V 

Quindi 

a + y = 

Ora 

Srl-è 

II 


;; e perciò 


dz 


h 


« 2 -z- sj\2g{z- k)(l - *)(Y + e) J 
Quindi l’angolo apsidale, o il valore di ^ da z — k a z = l, 


4 , o=« 


(a 2 -fc 2 )(a 2 -? 2 ) 
k+l 


ti* 

) J k( a 2 — z* 


dz 


a(« 2 -£ 2 ) n /{(*-*)(J-*0(Y+ 2 0Ì ' 


Per mandar via y si ponga z=a-a , l’ integrale diviene 

" a ~ k da . 

^a(2fl-g)[{(q-i)-g{ {g-(a- 1) i - « j] g 

e, sviluppando secondo le potenze di a quei fattori di cui la va- 
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riazione è piccola in paragone di loro stessi, abbiamo finalmente 

ra ' k Fda 
a-l a VÌ 1 (« - *)■ -w ! { d-(a-l) ! 1 




dove 


1+5IJ+- 


k + l 


+• i)l 


+ etc. 


2 [a (a + k)(a + 1 ) } 
Sostituendo questo valore di P ed integrando, abbiamo 


♦-iK VK«-*)(«-0! + r - + ^! + •”]■• • 

L’integrazione si può facilmente spingere più. innanzi, tutt’ i 
termini essendo evidentemente positivi, ma abbiamo abbastanza 

per mostrare che l’angolo apsidale è maggiore di e che per- 

ciò nella traiettoria ellittica approssimata considerata nell’ ulti- 
mo articolo l’apside si avanza continuamente. 

Nel caso di questa orbita, se p e q sono i suoi semiassi, abbia- 
mo, per le proprietà della sfera, 


a - k = — prossimamente 


l = 


2 a 


e quindi l’ angolo apsidale è 

i(i + *é+ ) 

2\ + 8«« + ; 


Da questo ne segue che, per un pendolo di data lunghezza, il 
valore della progressione dell’apside in una rivoluzione varia 
approssimativamente come l’ area dell’ orbita proiettata. Per di- 
• versi pendoli esso è proporzionale all’ apertura sferica del cono 
descritto dal filo. 

199. Determinare la natura delle piccole oscillazioni eseguite 
■ da un elemento , sotto l’azione della gravità, intorno ad una po- 
sizione di equilibrio stabile sopra una superficie levigata. 

Il piano tangente nella posizione di equilibrio deve essere 
orizzontale, e la porzione contigua della superficie deve eviden- 
temente stare al di sopra di esso affinchè l’ equilibrio sia stabile. 
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Se p, p, sono i raggi di curvatura delle sezioni normali prin- 
cipali, e se gli assi delle X e delle y sono tangenti a queste se- 
zioni rispettivamente, nel punto di contatto col piano orizzon- 
tale, sappiamo dalla Geometria analitica che l’equazione della 
superficie nelle vicinanze immediate dell’ origine è della forma 



( 1 ). 


Le equazioni del moto dell’elemento sono, come nell’ Art. 189, 


dt 1 “ I 

dt * ~ Rv ' J 

d i 2 I 

sé'**-» 1 


dove X, jjl, v sono i coseni di direzione della normale alla super- 
ficie nel punto x, y , z. Poiché x ed y sono molto piccole, z è del 
secondo ordine di piccole quantità per (1) e si può perciò tra- 
dì* 

scurare, come si può anche trascurare . 
x y ' 

Quindi X = — , u = — — , v = l, prossimamente. Eliminando 

P Pi 

R dalle equazioni (2), abbiamo 


d ì x 

dF " 
(Vy_ 

dt 1 



( 3 ), 


le quali mostrano (Art. 168) che il movimento consiste di si- 
multanee oscillazioni di pendolo semplice nei piani principali, 
le lunghezze del pendolo essendo i corrispondenti raggi di cur- 
vatura. 


200. Dobbiamo ora considerare, brevemente, l’effetto della 
rotazione della terra sul movimento di un pendolo semplice. 
Strano a dirsi era riservato a Foucault d’indicare, nel Febbraio 
1851, che il piano di vibrazione di un pendolo semplice sospeso 
ad uno dei due poli apparirebbe girare per 4 angoli retti in 24 
ore, il piano, nel fatto, rimanendo costante di posizione mentre 
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gli oggetti al di sotto del pendolo erano portati in giro dalla ro- 
tazione diurna. All’equatore, era chiaro che un tale effetto non 
si avrebbe, almeno se il piano primitivo di vibrazione era da 
oriente ad occidente. Con un procedimento, di cui non dà noti- 
zia, egli giunse al risultato che il piano di oscillazione deve, in 
ogni latitudine, sembrare che faccia una completa rivoluzione in 
24 ore X cosec. lat. Questo risultato curioso è stato ampiamente 
verificato dall’ esperimento. 


201. Le equazioni del moto del pendolo, riferito ad assi ret- 
tangolari fissi nello spazio e condotti pel centro della terra, l’asse 
polare essendo quello delle z, sono evidentemente 




+ mX , 


con simili espressioni in y e z\ a , b, c essendo le coordinate del 
punto di sospensione, Tla tensione, l la lunghezza del filo, ed 
X, Y, Z le componenti della gravità. 

Le equazioni del moto riferito ad un nuovo sistema di assi, 
paralleli ai primi, ma condotti pel punto di sospensione, sono 


/d*x 

m W 


(Pa\ _ 
cW ) ~ ' 


x — a d 2 a 


etc = etc. 


... ( 1 ). 


Riferiamo ora il moto ad assi che girano con la terra, ma con- 
dotti pel punto di sospensione. Se l’asse delle £ si tira vertical- 
mente, e gli assi delle y;, £ rispettivamente verso sud ed est; e 
se taf è l’angolo al tempo i tra i piani delle xz e £ yj, X essendo 
la co-latitudine del punto di sospensione, abbiamo immediata- 
mente (supponendo che 5 interseghi e) 

cosd- = senX cos wi, cossnj = cosX costai, cosa:£:= — semai, 
cos^ = senX semai, cos yy; = cosX semai, oosyi = costai, 
cos z\ ~ cos X, cos SY[ = — senX, cos£j = 0. 

Per mezzo di queste espressioni possiamo trovare subito i va- 
lori di x—a, y-b, z—c in termini di H, yj , £, i, come segue: 

x — a= \ senX costai -J- yj cosX cosici — £ semai, 
y — b — \ senX semai + yj cos X semai + £ costai, 
z — c = i; cos X - yj senX. 

Sia y l’accelerazione dovuta alla gravità solamente, e v l’an- 
golo (presso a poco eguale a X) che la sua direzione fa con l’asso 
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polare. [Abbiamo sopra infatti supposto che la sua direzione 
giaccia nel piano delle e%, siccome abbiamo supposto che l’ asse 
delle S interseghi l'asse polare, mentre sappiamo che la forza 
centrifuga giace nel loro piano comune]. Sia r la distanza del 
punto di sospensione dal centro della terra, p. l’angolo che la sua 
direzione fa con l’asse polare. Allora 

a = r sen pi costo/, b = r senp. sento/, c = r cos pi. 


Con questi dati le equazioni (1) diventano 
senX - Eto 2 ^ cos io/ — 2to^ sen to/j 

+ cos X [^7 ~ >Jio 2 ^ cos io / — 2 io ~ sen to/j 

— — fio 2 ) senwt — 2to ^ cos tot 

\df* / at 

T 

= — — - (c senXcosio<+yi cosX cosi o/-J sento/) 
ìm 

— ^senv costo/+rto 2 senpicOsio/. 
sen X — Ew 2 ^ sen io/ -f 2to ^ cos to/j 

+ cosX — *;w 2 ^ sento/ + 2to^ cos to/j 


costo/ — 2to ^ costo/ 
at 


T 

= — r~~ (E sen X sen io/ + y; cos X sen io/ + { cos to /) 
Irti 

— y senv sen io/ + no 2 sen p. sen to/. 

cosX — — senX = - ~ (E cosX - ^ sen X) - y cos v. 
d/ 2 dt‘ ìm 

Siccome consideriamo solamente le piccole vibrazioni, dobbia- 
mo trattare \ (come e nell’ Art. 199) come essendo praticamente 
eguale a — /, e trascurare i suoi coefficienti differenziali. Tra- 
scuriamo anche le potenze ed i prodotti di vj, C, ed i termini in 
io 2 , eccetto quelli in cui es30 è moltiplicato per una grande quan- 
✓ 53 
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tità. Poiché si conosce che Inforza centrifuga all’equatore è circa 
-— della gravità, o che approssimativamente 


rio 1 = 


9 

289 


Con queste semplificazioni le nostre equazioni diventano 


COSA 


* 


d-r t tir; 

—4 costo* — 210-y' sento* 
dt l al 


\ dH 

50 


di 


sento* — 2to ~ costo* 
ut 


COSA 


= — 7— (— 1 senÀ costo* 4 r cosà costo* - X sento/) 
Im 

— y sen. costo* f no* sen;ji costo*. 

/ f/I/ì Jy \ ^ 

sÀ ( -r-J sento* + 2to—; costo* ) + — costo* — 2to ^ sento* 

Vd* 2 d* / d* 2 d* 

T 

— — — (— * senÀ sento* + yj cosà sento* -f X cosi o/t 
*»! 

— y senv sento* 4- no 5 seno. sento*. 

— senÀ -~-(l cosà 4- y] senÀ) — y cosv. 
dr /m 1 

Le due prime si possono porre nella forma 

d*y] dX T , , 

cosà — 2to — = — — ? senA + r, cosà) — y senv 4- no 2 sena. 

d* 2 dt hn 1 r 

0 d>5 d*c r 
-ZuJcosX-^^t. 


Ma, quando yj=0 , {=0, abbiamo T-mg , sicché 
<7 senÀ — y senv 4- rto 2 aenjit = 0, 


g cosà — y cosv = 0, 
e le nostre equazioni diventano 

d 2 y; 
d* 2 


de /2' \ *y 

1 cosà — 2io — i = ( g ) senÀ — — y, cosà 

d< \«» J J hn 1 


O *] , d*C r 

2to cosà — — = — X 


d* 


d<* *ro 


d*ri , ( T \ T 

— — 3enA = 1 gì cosà 4- r— y; senA . 

d * 2 \w! / Im 1 
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La prima e l’ultima danno 

T o <*C . 

a =— 2io — senA, 

m di 

e quindi, sino al grado di approssimazione sopra determinato, 

#r- 2 ““ a S + f ’ 1 = 0 ' 


JT* + 2 “ eosX S + ! c=0 - 


( 2 ). 


Queste sono le equazioni del movimento del pendolo, riferito 
ad un piano orizzontale fisso alla terra. Se trascuriamo i termini 
di mezzo , che evidentemente dipendono dalla rotazione della 
terra, ricadiamo sulle equazioni degli Art. 194, 195. 


202. Per interpetrare le equazioni (2) è conveniente di impie- 
gare un secondo cambiamento di coordinate, di riferire il movi- 
mento ad assi che girano uniformemente nel piano con ve- 
locità angolare il. Se vj', 5' sono le coordinate riferite ai nuovi 
assi, abbiamo dalla Geometria analitica 

jj = r{ cosfli — senili , £ = yj' senili 4- <;' cosi ìt , 


la sostituzione delle quali in (2) conduce alle equazioni 




— + 0 
di* + l 


( 3 ) 


se facciamo la supposizione 

il = — co cosX (4), 

ed omettiamo come sopra i termini dell’ ordine io 1 . 

(4) mostra che i nuovi assi girano, in direzione opposta a 
quella della terra, con la componente della velocità angolare 
della terra rispetto alla verticale del luogo. E nel piano, che così 
gira, vediamo da (3) che l’estremo del pendolo descrive la sua 
orbita approssimativamente ellittica come negli Art. 194, 195. 

Una traiettoria circolare essendo evidentemente possibile, as- 
sumiamo come integrali particolari di (2) 

jj = a cos(pt + a), i — a sen(pt + a) . 

La sostituzione di questi valori dà lo stesso risultato 

p* + 2wp cos X — ~ = 0, 


Digitized by Google 



420 


HOTO NON LIBERO. 


in ciascuna delle equazioni (2). Ponendo come nell’Àrt. 195 


9 

ì = n 


ed omettendo il quadrato di io, abbiamo 
p = ±n — io cosX. 


Questo mostra che l’ estremo di un pendolo conico sembra ro- 
tare più celeramente (cioè il valore assoluto di p è maggiore) 
quando la direzione della rotazione è negativa (quella degli aghi 
di un orologio) che quando è positiva. 


203. Trovare la Brachistocrona per un elemento costretto a 
muoversi sopra una data superfìcie levigata , la gravità essendo 
la sola forza impressa. 

Sia F - 0 (1) 

l’equazione della superficie data, z essendo l’asse verticale. Allora 

J t = *J \ 2 0 (*-*o)l> 

e quindi il tempo tra i dati punti è 




ds , 
— dz 
dz 


s/2 g(z-z 0 ) 


Dalla condizione che t a sia un minimo otteniamo 


Zg = 0, 


I 

' dx ) | 

f (h J ) 

d : 



dz 1 

[ \li* - *o)) de I 

< 

'S' 

1 

** 

e 


prendendo z per variabile indipendente, sicché 8z—0. 
Ma òx e Zg non sono indipendenti, (1) ci dà 




( 2 ). 


Quindi, eliminando, otteniamo 


d \dx 1 [ d \dy 1 j 

dz 1 ds siili — z 0 )) dz Us siili — «„)) 



la quale, per mezzo di (1), si può ridurre ad un’equazione diffe- 
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renziale del secondo ordine tra due variabili; l’integrale conterrà 
perciò due costanti arbitrarie, le quali ci abiliteranno a far pas- 
sare la curva per i due punti dati. 

204. Un elemento sollecitato da forse qualunque , e che poggia 
sopra un piatto orizzontale levigalo, è legato con un filo inesten- 
sibile ad un punto che si muove in un dato modo in quel piano; 
determinare il moto dell’ elemento. 

Siano x, y, y' le coordinate, al tempo t, dell'elemento e del 
punto, a la lunghezza del filo, ed R la forza di resistenza. 

Per il moto dell’ elemento abbiamo 


d*x _ 
dt * ~ X 


R 


• x 


jh 1 - 11 


a 

y-y' 


(i), 


a 


con la condizione (x—x')*-\-(y-y')*=a* 

Ora x\ y' sono date funzioni di t. Si tolgano dai due membri 

delle equazioni in (1) le quantità rispettivamente, ed 

abbiamo le equazioni del moto relativo 


d* (x — xt) _ v n x ~ x> d V ) 

dt* ~ X ~ R ~ dt* I 

d * (y - y') _ Y a y-y' di y' ( 

dt* a dt * ) 


Queste sono precisamente le equazioni che avremmo se il punto 
fosse fisso, ed in aggiunta alle forze X, Y ed R che agiscono 
sull’elemento, applicassimo in direzione opposta, le accelerazioni 
del movimento del punto con l’ unità di massa sottintesa come 
un fattore. È evidente che lo stesso teorema avrà luogo in tre 

d*x' d*if 

dimensioni. Le accelerazioni -r— , sono conosciute come 

dt* dt* 

funzioni di t, e quindi le equazioni del moto relativo sono com- 
pletamente determinate. Si confronti l’Art. 26. 


205. Non vi siano forze impresse, e si supponga prima che il 
punto si muova uniformemente in una linea retta. 

Qui , ~ sono costanti, e quindi non s’introducono termini 
dt dt 

nelle equazioni del moto. Abbiamo così il caso dell’ Art. 28. 
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Ancora, si supponga il movimento del punto essere rettilineo , 
ma uniformemente accelerato. 

Il moto relativo sarà evidentemente quello di un pendolo sem- 
plice da una parte all’altra della linea di movimento del punto. 
In alcuni casi, quando la velocità angolare eccede un certo limi- 
te, avremo il filo occasionalmente non teso; e ciò darà origine ad 
un urto (Cap. X) quando esso è di nuovo teso. Quando il filo non 
ò teso l’elemento si muove, naturalmente, in una linea retta. 


206. Si supponga clieil punto si muova, con uniforme velocità 
angolare co, in un circolo di cui il raggio è r ed il centro è V o- 
rigine. 

Qui, supponendo che il punto parta dall’asse delle x, 
x' — r cos c et, y' = r sen tot. 

Quindi le equazioni del moto sono, poiché 


d*x' 

di* 


— — ora-, 


dW 

di 2 


= - oì-y' 


d t (x — x') _ — x' . 

— -Ti = - Il + uV, 

• dt 2 a 

d i (y - y') __ vU-y' , 

(x-x'f + iy-yV^at. 

Da coi 

= w 2 j (x - x') y'-(y-y') *'}; 
0 , in coordinate polari, per il moto relativo, 
d 


di 


( a * = ~ sen ^ " 


d*( 0 - ut) ,r 

— — - si — w 2 - sen (0 - tot). 

dt 2 a 


Ora 6 — tot è l’inclinazione del filo al raggio che passa pel pun 
te; si chiami <p, ed abbiamo 


d'-tf 

df 2 ~ 



sen?, 
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che è l’ equazione ordinaria del moto di un pendolo semplice la 

. , , ga 

di cui lunghezza è — : . 

no 1 

L’ elemento quindi si muove, rispetto al raggio del circolo de- 
scritto dal punto che gira uniformemente, precisamente come un 
pendolo semplice rispetto alla verticale. 


207. Determinare il moto di un elemento sollecitato da date 
forze, e costretto a muoversi in un tubo levigato, in forma di una 
data curva piana, di sezione infinitamente piccola, che gira in 
dato modo intorno ad un asse nel suo piano. 

Sia l’asse di rotazione quello delle z, e la posizione dell’ele- 
mento al tempo t sia data dalla sua distanza r da quell’asse, il 
piano del tubo in quell’ istante facendo un angolo 0 con un piano 
fisso che passa per l’ asse. Per le condizioni del problema 0 è 
una data funzione di t. 

Il solo effetto del tubo sarà di produrre una forza di resisten- 
za, che giace nel piano normale al tubo, c si può perciò risolvere 
in due parti, una perpendicolare al piano del tubo, l’altra in quel 
piano e nella normale principale del tubo. 

Si risolvano le forze impresse in tre, P secondo r, T perpendi- 
colare al piano del tubo, ed S parallela all’asse delle z. 

Siano E, E' le due parti risolute della forza di resistenza. 

Le equazioni del moto saranno nlloi’a (per gli Art. 10, 63) 


d*r 

dt* 



= p + »^ 

ds 


0 ), 


d * 0 n dr dO 

r — f 2 

dt* dt dt 


T-E' 


d*z 

dt* 


= S- 



( 2 ), 

( 3 ), 


in cui s è l’arcò della curva rotante. 

In aggiunta a queste abbiamo le due equazioni 

« = /(*) (4), 

che dà la posizione del tubo ad ogni tempo, ed 

»• = ?(*) (5), 

l’equazione del tubo. 

Per mezzo di (4) e (5) possiamo eliminare 0, r, ed s da (1), 
(2), (3). Quindi eliminando E tra (1) e (3), otteniamo un’equa- 
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zione differenziale tra e e t, il di cui integrale insieme con (4) 
determina completamente la posizione dell’ elemento ad ogni 
istante. 

Il ed R' si possono trovare poi da (1) o (3), e (2). 

Nel caso più semplice quando la velocità angolare del tubo è 
rfO 

costante, o — = w, (4) diviene Q = w t se il piano dal quale si 

Ctt 

misura 0 è quello del tubo al tempo t — 0. 

Passiamo a dare un esempio o due. 


208. Un elemento si muove in un tubo rettilineo levigato che 
gira uniformemente intorno ad un asse verticale al quale esso è 
perpendicolare, determinare il movimento. 
dQ 

Qui £ = costantc, — = costante = io, P— 0, ed abbiamo da (1) 


d t r 

— — no 1 = 0 ; 


onde 


r =. AtP + Be’ 101 . 


Supponiamo che il moto incominci al temi» t= 0 tagliando un 
filo, di lunghezza r 0 , che congiunge l’elemento all’asse. La ve- 
locità dell'elemento in quell'istante secondo il tubo sarebbe ze- 
ro. Quindi per t = 0 

r = = A + B , 




onde 

II 

«1 

11 

•"5 

ed 

r=!i(e“' + e-“'). 


Nella figura, sia Oilf la posizione iniziale del tubo, A quella 
dell'elemento; OL , Q, il tubo e l’elemento al tempo t. Allora 
OA—r 0 , arco AP=r o 0 )t, OQ~r, ed abbiamo 


OQ = 


OA ( 


arco AP 
OA 


+ e 


arco AP\ 

OA 1 


Da questo vediamo che OQ e l’arco APsono valori corrispon- 


Di 


Gc 
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denti dell’ordinata e dell'ascissa di una catenaria il di cui para- 
metro è OA. 



Qui da (3), abbiamo evidentemente II = g. 


Y (il 

Inoltre, da (2), E' = — 2 — c -h,, )ii> 

di 

— — io* r 0 (e u< — 

Da questa equazione, combinata col valore di r, deduciamo 
facilmente 

II' = 2 w 2 V (r 2 - r 0 l ) , 

ed essa è perciò proporzionale ad ogni istante alla tangente ti- 
rata da Q al circolo AEN. 


209. Si supponga che il tubo giri uniformemente in un piano 
verticale intorno ad un asse orizzontale. 

Abbiamo dall’ equazione (1) dell’ Art. 207 

db 

— - reo 2 = -g cos ut , 


se supponiamo che il tubo sia verticale quando t- 0. L’integrale 
di questa equazione è 

r = Ae wl + Be~ ui — g — te 1 j cos ut , 

o r — Ae + Ee~ ul -f cos ut ; 

2w* 


e se 


dr 

r ~ r ° » ~ f i uanc * 0 t — 


I 


Digitized by Google 



426 


MOTO NON LIBEKO. 


abbiamo r 0 = A + Ji + --- , 

2io* 

e 0 = A - B ; 

° r =(^-i?)^“' + ‘~“'> + £> coawl - 

che completamente determina il moto. R ed R' si possono tro- 
vare come prima. 

210. Sia il tubo in forma di un circolo che gira uniformemente 
intorno ad un diametro verticale. 

Sia AO l’asse, P la posizione dell’elemento ad ogni tempo. 
Dinoti ^POA— g la posizione dell’elemento. Allora le forze che 



agiscono su di esso secondo l’ elemento della curva in P sono le 
parti risolute della gravità e della forza centrifuga (Cap. IX) do- 
vuta alla distanza NF dall’ asse. Quindi essendo AR=AO-g=a g, 
abbiamo 


a -7- = aio* sen geosg — g sen g 

flr , 


( 1 ), 


il primo integrale della quale è evidentemente 



= io* sen* g + 


— cos9 + 
a 


C. 


Supponiamo che l’ elemento sia proiettato dal punto più basso 
con la velocità angolare io,; abbiamo, dall’ultima equazione 
scritta, 


w t * = ^ + C. 
a 
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Quindi 


(d9 V 

\dtj 


w 2 -|l - cos 2 9 - (1 - COS 9 ) J + co, 2 . 


Questo sarà zero quando 9 ha un valore determinato dall' e- 
quazione 

_ 2 </ 2 <j io , 2 

cos 2 9 — cos 9=1 


«co 1 


«co 




(0 


1 » 


Ora, finché 


cosa 


M, 


= ir* ± V / l ( 1 

4</ 


— y 

«co 2 / 


+ 


Wq 2 , 

co 2 !' 




co* 


0 co . 2 > — , tutti e due i valori di cos 9 
«co 2 « T 


sono numericamente maggiori di 1, e quindi il moto è di rivo- • 

4 « do 

luzione continua. Se co , 2 = — , abbiamo ~ — 0 per COS9 = — 1, 

(C (It 

e quindi V elemento si ferma precisamente al punto più alto. Pos- 
siamo notare che a 2 co, 2 , 0 il quadrato della velocità di proiezione 
dal punto più basso, è allora eguale a 2 g - 2 a, 0 la velocità è 
quella dovuta al diametro. 

Quindi, se un elemento è proiettato dal punto più basso di un 
circolo verticale con velocità dovuta al diametro, esso tenderà a 
raggiungere il punto più alto ed ivi rimanere in quiete 0 che il 
circolo sia fisso o pure che giri con una velocità angolare qua- 
lunque intorno al diametro verticale: un altro esempio semplice 
di conservazione dell’ energia. In questo caso la posizione dell’e- 
lemento ad ogni istante si può determinare. 

4 a 

Se co , 2 < -j, vi è un valore possibile di cos 9, e quindi l’ ele- 
mento oscillerà intorno al punto più basso. 

Supponiamo, ancora, che la proiezione sia fatta dall’ estremità 
del diametro orizzontale. In questo caso la nostra equazione cor- 
retta diviene 


\dtJ 

e per le posizioni di quiete 


= - co 2 cos 2 9 -f — cos 9 co, 2 ; 

(X 


2 9 


» 2 ! co 

COS 2 9 ; COS 9 = — 

T a co 2 T co 


t » 


eos 9 = — - + \Z(-y— j + -V) 
aco- ~ \ \« 2 co* co 2 / 
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Tutti e due i valori saranno numericamente minori di 1 , se 


o 



< 1 - 


9 . 
aio* ’ 


io 


io® 


^ .9 > 


aio 4 


ed in questo caso le oscillazioni dell’ elemento si eseguiranno tra 
i punti corrispondenti a questi valori di 9, e dalla stessa parte 
del diametro verticale. 


211. La posizione di equilibrio dell’elemento si troverà po- 
nendo — 5 = 0. Quindi, se 9' è il valore corrispondente di AOP, 

Ul 


C0S9 


9 

aio * 


( 2 ). 


Per trovare il tempo di una piccola oscillazione intorno a que- 
sta posizione, sia <{/ l’angolo di spostamento, allora da (1), 

poiché 9 = 9' + i}i, è essendo molto piccolo, 

*3 = io® scn(9' + |) -jcos(9' + *) - 

= — io* sen®9'-(}/ prossimamente, da (2), 


e quindi per l’ Art. 83, il tempo richiesto è 

2i: aio 


V(« 2 io*-£f*) 


(3). 


Affinchè vi sia una posizione di equilibrio diversa dal punto 
più alto 0 più basso, dobbiamo avere da (2) 


io 


e così (3) mostra che una piccola oscillazione è sempre possibile 
quando vi è una posizione di equilibrio diversa dal punto più 
alto 0 più basso. 


212. Trovare la forma del tubo affinchè V elemento proiettato 
con data velocità possa conservare la sua velocità inalterata, la 
gravità agendo parallelamente all’asse. 
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Risolvendo tangenzialmente, e prendendo le coordinate x, y 
nel piano della curva, l’asse di rotazione essendo quello delle y, 
abbiamo 


dh 
dt 2 




Quindi , 



= x 2 to ! - 2gy + C. 


Ma 


•5- = costante. 
dt 


Quindi, 


** = 


2 A 

m* 


(y + *) , 


equazione di una parabola di cui l’asse è verticale ed il vertice- 
in giù. Questo risultato poteva facilmente prevedersi, potendo 
la velocità essere costante solamente se 1’ effetto acceleratore 
delle forze impresse secondo la curva sia zero in ogni punto; cioè, 
se la risultante della gravità e della forza centrifuga cada nella 
normale. Affinchè ciò abbia luogo, dobbiamo avere Forza centri- 
fuga : Gravità :: Ordinata : Sunnormale. Ma la forza centrifuga 
è proporzionale all’ordinata, quindi la sunnormale deve essere 
proporzionale alla gravità, cioè deve essere costante: proprietà 
particolare alla parabola. Questa proposizione ha un’ applicazio- 
ne singolare nell’Idrostatica. 


ESEMPII. 

1. Se un elemento, legato con un filo ad un punto, fa esatta- 
mente rivoluzioni complete in un piano verticale, la tensione del 
filo nelle due posizioni in cui esso è verticale è zero, e sei volte 
il peso dell’elemento, rispettivamente. 

2. Un pendolo che vibra i secondi in un luogo A guadagna due 
battiti per ora in un luogo B\ paragonare i pesi di una stessa so- 
stanza qualunque nei due luoghi. 

3. Da un punto sulla superficie di un cilindro cavo circolare 
verticale levigato, e nell’interno, si proietta un elemento in una 
direzione che fa un angolo a con la linea generatrice condotta 
pel punto; trovare la velocità di proiezione affinchè l’elemento 
salga ad una data altezza ( h ) al di sopra del punto, e la condi- 
zione affinchè il punto più alto sia verticalmente al di sopra del 
punto di proiezione. 

4. Un elemento pesante poggia sull’arco di un circolo verticale 
levigato ad una distanza angolare di 30° dal punto più basso, 
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essendo respinto da una estremità del diametro orizzontale con 
una forza costante; mostrare che, se si sposta leggermente lungo 
l’arco, esso eseguirà delle piccole oscillazioni nel tempo 

' O \JO(f 

5. Un elemento è costretto a muoversi su di una curva levi- 
gata sotto l’azione di una forza centralo P che tende al polo, e 
la pressione sulla curva varia sempre come la curvatura, mo- 
strare che 

D 1 dp 

p 3 clr 

6. AB ò il diametro di una sfera di raggio «; un centro di 
forza in A attrae con una forza (p. X distanza); dall’estremità di 
un diametro porpendicolare ad AB si proietta un elemento lungo 

la superficie interna con una velocità (2p) 2 «: mostrare che la ve- 
locità dell’ elemento in ogni punto P è proporzionale a senO, e 
la pressione ad 1—3 sen s 0, dove 0 è l’angolo BAB. 

7. So un elemento si muove sulla superficie di un cono levi- 
gato col suo asse verticale ed il vertice in giù, e la gravità è la 
sola forza agente, mostrare che l’equazione differenziale della 
proiezione della sua traiettoria sopra un piano orizzontale ò 

dhi „ iì sen a cos a 

a essendo il semi-angolo al vertice del cono. 

8. Un elemento è sospeso da un punto fisso per mezzo di un 
filo inestensibile: trovare la velocità con la quale esso deve es- 
sere proiettato quando si trova nel punto più basso, affinchè la 
sua traiettoria dopo che il filo non è più teso passi pel punto di 
sospensione. 

fi. Un elemento è costretto a rimanere sulla curvar— a(l-cosO) 
ed ò respinto dal polo con una forza = se la sua velocità al- 


ed è respinto dal polo con una forza = — : se la sua velocità al- 

l’ apside è eguale a (^j , mostrare che esso arriverà alla linea 

... ( a 3 \* 

iniziale di nuovo nel tempo - • 

10. Un elemento scende per una catenaria, il di cui piano è 
verticale ed il vertice in su, la velocità in ogni punto essendo 
quella dovuta al cadere dalla direttrice; dimostrare che la pres- 
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sione in ogni punto è inversamente proporzionale alla distanza 
di quel punto dalla direttrice. 

11. Un elemento proiettato con data velocità, si muove sotto 
l’azione della gravità su di una curva in un piano verticale; tro- 
vare la natura della curva affinchè la pressione su di essa sia la 
stessa per tutto il moto. 


12. Un elemento è proiettato con data velocità dal vertice di 
una cicloide il di cui asse è verticale ed il vertice in su, trovare 
dove esso lascerà la curva, ed il lato retto della sua futura tra- 
iettoria parabolica. 


13. L’ asse maggiore di un’ellisse è verticale, mostrare che 
affinchè un elemento proiettato verticalmente in su dall’ estre- 
mità dell’ asse minore lungo il lato concavo dell’ arco passi pel 
centro dopo di aver lasciato la curva, la velocità di proiezione 

dove essere v 

( (8a* + h*)g (* 

1 3« V 3 ) ’ 

a e b essendo i semiassi dell’ellisse. 


14. Supposta la Terra in riposo, e formata di strati sferici 
concentrici con densità che variano gradatamente dal centro alla 
superficie, investigare la legge della densità secondo la quale un 
elemento che cadesse per un foro diametrale eseguirebbe oscil- 
lazioni esattamente simili a quelle di un pendolo semplice che 
oscilla per 45° da ciascuna parte della verticale. 


15. Mostrare che se un elemento scendendo dalla quiete in un 
punto per una cicloide invertita ha la sua velocità istantanea- 
mente distrutta quando ha percorso la metà della sua altezza 
verticale al di sopra del punto più basso, e poi procede, perden- 
do sempre la sua velocità quando si trova a metà strada al di 

sotto dell’ultima posizione di velocità nulla, esso sarà ad — 

a* 

della sua altezza primitiva al di sopra del vertice dopo n volte il 
tempo che avrebbe impiegato per giungere sino al vertice senza 
alcun disturbo. 


16. Mostrare che un pendolo semplice sotto l’azione di una 
forza centrale che varia come la distanza solamente si muoverà 
come sotto l’ aziono della gravità. 

17.1 tempi dell’oscillazione di un pendolo si sono osservati 
alla superficie della Terra, ed anche ad un’ altezza h al di sopra 
della superficie; da questi dati trovare il raggio della Terra sup- 
posta sferica. 
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18. Un pendolo oscilla in un piccolo arco circolare, ed è solle- 
citato oltre della gravità da una piccola forza orizzontale come 
l’ attrazione di una montagna. Mostrare in qual modo trovare 
l’ultima forza osservando il numero delle oscillazioni guadagnate 
in un dato tempo. Trovare ancora la direzione nella quale l’at- 
trazione deve agire in modo da non alterare il tempo dell’ oscil- 
lazione. 


19. (Si vegga 11). Determinare la natura della curva attorno 
alla quale il filo di un pendolo semplice si deve avvolgere affin- 
chè la sua tensione sia costante, e dedurre l’equazione tra la 
lunghezza dell’arco, e l’ordinata verticale 


T * V * 


in cui l è la lunghezza del filo, T la tensione costante, e Via ve- 
locità del pendolo quando il filo è verticale. 


20. Un filo avvolto intorno ad un poligono regolare ha un ele- 
mento all’ estremo libero che giunge esattamente ad un angolo. 
Nel centro vi è una forza ripulsiva come (D). Se v r è la velocità 
quando si sono svolti r lati, mostrare che 


i _ , 


(r + 1 ) 


l’elemento partendo dalla quiete. [Si formi l’equazione dell’e- 
nergia]. 

21 . Trovare la curva che seghi una serie di ellissi con lo stesso 
asse verticale e Lo stesso vertice, in modo che un elemento scen- 
dendo per ciascuna di esse dalla quiete al punto di sezione pre- 
ma egualmente nel vertice; nei seguenti casi, 

(a) gli assi verticali = a. 

(p) gli assi orizzontali = b. 

(■() le ellissi simili. 

22. Trovare l’equazione di una curva in un piano verticale, 
tale che se un elemento discende per essa, le parti della pressione 
dovute alla velocità, ed alla gravità, abbiano un dato rapporto. 

Se questo è e, e l’asse delle y è verticale, allora l’equazione 
differenziale è 



in cui C è una costante. 
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23. Trovare una curva tale che un elemento partendo dalla 
quiete descriverà ogni arco nello stesso tempo della corda, la 
forza essendo centrale e proporzionale alla distanza. 

Dedurre (175) come un caso particolare, 

24. Trovare ancora la cui-va in (175) quando il tempo della 
discesa per la corda è in un dato rapporto con quello per 1’ arco. 

25. Trovare la curva in cui un elemento sollecitato dalla gra- 
vità girerà uniformemente intorno ad un punto nello stesso piano 
verticale. 

26. Un elemento sollecitato da una forza centrale ripulsiva 
che varia come la distanza si muove in un tubo della forma di 
un’epicicloide, il polo essendo al centro di forza. Mostrare che 
le oscillazioni sono isocrone. 


27. Un elemento è inizialmente in quiete in un punto della 
spirale r—ceT mt> , alla distanza d dal polo. Mostrare che se il polo 

è un centro di forza di cui l’attrazione =-^, il tempo della ca- 
duta ad esso è 


Tt d* 

2V(2 li) 




28. Nel problema precedente trovare la pressione sulla curva 
ad ogni istante. 

29. Un elemento parte dalla quiete in un punto qualunque 
della circonferenza convessa di un circolo verticale, mostrare che 
esso lascerà il circolo dopo di esser disceso per un terzo della sua 
primitiva altezza verticale al di sopra del centro. 

30. Un elemento sotto l' influenza della gravità è proiettato da ! 
un punto in una direzione orizzontale verso un altro punto, tro- 
vare la curva sulla quale esso deve essere costretto a muoversi ) 
in modo da avvicinarsi uniformemente al secondo punto. 

31. Due elementi sono proiettati dallo stesso punto, nella stes- 
sa direzione, e con la stessa velocità, ma in diversi istanti, in un 
tubo circolare levigato di piccola sezione il di cui piano è verti- 
cale, mostrare che la linea che li congiunge tocca costantemente 
un altro circolo. 

Si chiami il tubo il circolo A, e la linea orizzontale, ad una 
caduta dalla quale è dovuta la velocità, L. Siano m, tri posizioni 
corrispondenti degli elementi. Supponiamo che miri passi nella 

55 
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sur prossima posiziono girando intorno ad 0 , queste due linee 
intercetteranno due archi infinitamente piccoli in m ed m' , i quali 
(per una proprietà del cerchio) stanno nel rapporto mO’.m'O. 

Si descriva un altro circolo B che tocchi mm' in 0 , e tale che 
L sia l’asse radicale di A c B. Sia a la distanza tra i loro cen- 
tri, e siano mp, m'p' perpendicolari ad L. Interseghi mp di nuo- 
vo A in q e B in r, s. 

Allora per la Geometria, 

mO l — rm • ms —pm ( rm — qs) = 2 a -pm— - (velocità di tn)*. 

Similmente 

m'O 1 = 2a-p'm' (velocità di ?»')*. 

Quindi le velocità di m ed m! sono come mO : m'O, e quindi 
per ciò che si ò mostrato sopra intorno agli archi elementari in 
m ed m' , la posizione prossima di mm' è anche una tangente di 
fi, il che dimostra la proposizione. 

Si vede facilmente da ciò, che se un poligono di un dato nu- 
mero di lati può essere inscritto in un circolo e circoscritto ad 
un altro, se ne possono descrivere in numero indefinito. Per que- 
sto dobbiamo supporre solamente più elementi che si muovano 
in A con velocità dovute ad una caduta da L, se essi formano 
in un tempo qualunque i vertici di un poligono i di cui lati toc- 
cano B, essi continueranno a fare lo stesso per tutto il moto. 
Questo però non .appartiene al nostro soggetto. 

32. Un elemento sotto l’azione della gravità è proiettato con 
data velocità da un punto, trovare la curva sulla quale esso deve 
essere costretto a muoversi in modo da allontanarsi uniforme- 
mente dal punto di proiezione. 

33. Un treno di ferrovia viaggia verso il nord con data velo- 
cità. Paragonare la pressione orizzontale sulle rotaie, dovuta alla 
rotazione della Terra, col peso del treno. 

34. Un elemento legato da un filo ad un punto si muove in un 
piano orizzontale. Un piccolo anello che passa intorno al filo si 
muove uniformemente in una linea retta orizzontale condotta pel 
punto. Mostrare in qual modo trovare l’equazione della traietto- 
ria attuale, e mostrare che quella relativa all’anello ha l'equa- 
zione 

rO - C. 
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35. Un elemento discende dalla quiete sotto razione della gra- 
vità. Trovare la curva sulla quale esso si deve muovere affinchè 
il rapporto dei tempi per discendere due spazii verticali il di cui 
rapporto è dato, sia eguale ad una data quantità. 

Verificare il risultato generale nei casi particolari: 

(a) Il doppio dell’altezza nel doppio del tempo. 

Q) Quattro volte l’altezza in otto volte il tempo. 

36. s è l’arco, ed y l’ordinata verticale di una curva che passa 
per l’origine. Se il tempo per s : al tempo per la corda di s ::1es : 
alla corda, mostrare che 

k_ 

a = Ay wrt . 

37. Dato un arco di una curva, trovare la posizione nella quale 
esso deve essere fissato, affinchè un elemento partendo dalla 
quiete lo descriva sotto l’azione della gravità nel minimo tempo. 
Applicare il risultato ad un arco della cardioide misurato dalla 
cuspide. 

38. Una serie di curve simili e similmente situate partono da 
un punto A in un piano verticale; trovare la curva sincrona, o 
sia quella che taglia da ciascuna curva della serio una porzione 
che sarebbe descritta in un dato tempo * da un elemento che 
parte dalla quiete in A. 

Prendendo A come origine, e l’asse delle y verticalmente in 
giù, abbiamo 



Ora l’ equazione comune delle curve contiene un parametro 
arbitrario a, il quale si troverà perciò in (1) quando si elimina 
x. Supponendo quindi che (1) si possa integrare, se tra l'inte- 
grale e l’equazione delle curve eliminiamo a, il risultato sarà 
l’equazione della serie richiesta di curve sincrone, in cuir com- 
parirà come un parametro variabile. 

L’ equazione della data serie di curve sarà naturalmente nella 

. x .(y\ . , . y d x . , .... 

torma - = f t - I, sicché se • = io, — - in termini di w non con- 
ce Va/ a dy 

terrà a. È quindi facile di dedurre i valori seguenti di x ed y 
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per la curva richiesta, in termini di tu, 

- 1 flw) 



con i quali, se (1) non è integrabile, si può costruire la curva 
richiesta per quadrature. 


39. Se t ò il tempo in una cicloide dal punto che ha per ascis- 
sa il raggio del circolo generatore, sino ad ogni altro punto; x 
il tempo della discesa per la ccfrda del circolo generatore corri- 
spondente agli stessi due punti, mostrare che 

2 tan -1 x = tan -1 (\J 2 tan t\j^j • 


40. Un punto si muove in una scannellatura circolare di rag- 
gio a sotto l' azione di un centro di forza come D~ ì situato ad 
una distanza b dal centro del circolo. Esso è proiettato dal punto 
più vicino con velocità V, mostrare che per una completa rivo- 
luzione 


V* 


— 4p.i> 
> d r ^b* 


41 . Un elemento sollecitato dalla gravità discende dalla quiete 
in un dato punto, trovare la natura della curva sulla quale esso 
si deve muovere affinchè la pressione sia ad ogni istante come il 
quadrato dell’ altezza verticale della caduta. 

42. Trovare la tautocrona quando la forza è come la radice 
cubica della distanza dall’asse delle x, e parallela a quello delle y. 

2 2 1 
x 3 4- y 3 - a 3 . 


43. Trovare tutte le tautocrone quando la forza è centrale, e 
varia come la distanza. 


So S è la forza risoluta secondo la curva, dobbiamo avere 


dS 

ds 


it* 

4x* 


(Art. 184). 
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Ora so 9 ò l’angolo tra il raggio vettore e la tangente, 

o dr 

S = - |Ar cos 9 = - y.r — ; 


onde 


( 4 ) * 

4[at* ’ 


ds 


dr d ( dr\ _ ir 2 dr 
ds ds V ds) ~ 4’j.- 1 r ds ' 

(4)*=^ 

\ ds/ 4ut 


cioè, 


r 2 + C; 


**-** = 4ÌS r ’ +C ' 


E se a è quella pcrpendicolaro dab centro sulla tangente che in- 
contra quest’ ultima nel suo punto di contatto, il valore corri- 
spondente di r è anche a, o quindi 

* 


c = - 


4;rt 2 


ondo 




4jjit 2 


( 1 ), 


che è l’equazione differenzialo delle curve richieste. 

7*56 

Le curve differiranno in specie secondo il valore di — — 


M « 


I. Sia 


> 1, (1) prende la forma 
p 2 = e* (c* — >•*), 

che si riconosce immediatamente come l’equazione differenzialo 
dell’ epicicloide descritta da un punto nella circonferenza di un 
piccolo cerchio, che rotola nella superficie interna di un cerchio 
più grande il di cui centro è il polo. 

Se supponiamo che il raggio del circolo più grande cresca in- 
definitamente, la sua circonferenza tende a divenire una linea 
retta e l’epicicloide a divenire una serie di cicloidi. La forza in 
questo caso tende ad essere costante, e perpendicolare alle basi 
di questo cicloidi, quindi nel limite abbiamo il risultato del- 
l’Alt. 168. 

r 2 

II. Sia ~ = 1. 
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Qui p — a e la curva è una linea retta. Questo è il caso del- 
l’Art. 88. [ L’ equazione p — a rappresenta anche un circolo, l’in- 
viluppo di tutte le sue tangenti. Ma questa soluzione non ha al- 
cun significato dinamico. ] 


III. 


Tt z 

4'jl" 2 


< 1. In questo, come negli altri casi, possiamo tro- 


vare l’equazione della curva integrando (1) dopo di aver sosti- 
tuito per p il "suo valore in termini di r e 0, ma l’equazione che 
cosi otteniamo è molto complicata. Questa curva si trova essere 
una spirale con due rami simmetrici che si estendono ad una di- 
stanza infinita, e che si approssimano allo spirali che fanno gli 
angoli = cos -1 e col raggio vettore. 


IV. Sia l’origine sulla curva, e sia il punto al quale si misura 
il tempo della discesa. Allora a = 0. . 


li 


Se £ -5 > 1, l’equazione è impossibile. 

Se esso = 1, abbiamo una linea retta per l’origine. 
Se esso < 1, abbiamo la Spiralo logaritmica. 


V. Se la forza è ripulsiva, dobbiamo solamente cambiare il 
segno di g. In questo caso abbiamo un’ epicicloide tracciata da 
un punto di un circolo che rotola sull’ esterno di un altro che ha 
per centro l’origine. Da questo possiamo dedurre ancora il tauto- 
cronismo della cicloide ordinaria per la gravità. 


44. Un elemento che si muove sulla superficie interna di un 
cilindro circolare verticale è proiettato con una data velocità, e 
va in giro n volte prima che cada al livello del punto di proie- 
zione. Determinare la direzione della proiezione. 


45. Mostrare che un elemento che si muove sotto l’azione della 
gravità su di un’elica levigata il di cui asse è verticale, fa la 
prima rivoluzione dalla quiete nel tempo 



Sud 

sen2a ' 


4f>. Una scannellatura è tagliata su di un cono retto di altezza 
li, sotto un angolo (2 con la linea generatrice. Mostrare che il 
tempo per giungere alla base, da un altezza verticale h t al di 
sotto del vertice, da un elemento che scende nella scannellatura è 


\lh — \Jh | 

V(8 g) cosa cos (i ’ 

in cui a è il semi-angolo al vertice. 
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47. Trovare la curva sulla superficie di un cilindro verticale 
per la quale se scende un elemento, la forza di resistenza sia co- 
stante. 

48. Un elemento si muove su di un ellissoide levigato, sotto 
l’azione di una forza come (D) nel centro. Data la velocità e la 
direzione con la quale esso passa l’estremità di un asse, trovare 
la pressione. 

49. Un tubo levigato di sezione infinitamente piccola gira in 
un piano orizzontale. Un elemento attaccato all' asse di un filo 
elastico si muove nel tubo. Determinare lo condizioni affinchè il 
moto sia oscillatorio. 

50. Un tubo circolare di sezione infinitamente piccola gira con 
uniforme velocità angolare co intorno ad un diametro verticale, 
ed un elemento in esso è proiettato dal punto più basso con ve- 
locità dovuta al diametro. Determinare il moto, e mostrare che 
l’elemento è alla sua massima distanza dall’asse dopo un tempo 



in cui a è il raggio del tubo. 

51. Se la sola forza impressa è una forza centrale c la ve- 
locità è quella dall’infinito, mostrare che l’equazione della bra- 
ehistocrona è 


n- -l n-t- 1 m-1 

r 2 cos 2 (0 -|- £) = a 2 . 

52. Un elemento materiale P, attaccato con una sottile corda 
di data lunghezza a, ad un punto S in un asse fisso SA, è at- 
tratto da una forza costante <j in una direzione sempre parallela 
ad una linea Sii, che è inclinata sotto un dato angolo all’asse 
SA, e gira intorno ad esso con una data velocità angolare io: 
mostrare che se V— velocità di P, to' = velocità angolare del 
piano PS A intorno ad SA , 9 = ang. PSB, 0 = ang. PS A , 


V 1 = 2 ga cos 9 + 2«*iom'sen 2 0 + cost. 

Mostrare anche che le condizioni dinamiche di questo Proble- 
ma sono le stesse di quelle di un pendolo sollecitato dalla gra- 
vità, quando si tiene conto della rotazione della Terra. 
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53. Un piccolo anello levigato scorro lungo una verga che si 
muove con velocità angolare uniforme ed in modo da essere sem- 
pre in contatto con un dato cerchio: determinare il movimento 
dell’anello relativamente alla verga. 

54. Un anello scorre su di un filo metallico ellittico levigato 
che si muove nel suo proprio piano con velocità angolare unifor- 
me intorno al suo centro. Determinare il movimento; e trovare 
il tempo di una piccola oscillazione intorno alla posizione di equi- 
librio dove questo è possibile. 

55. Un elemento è attaccato con una verga senza massa all’e- 
stremità di un’altra verga, n volte più lunga, che gira in un dato 
modo intorno all’ altra estremità, l'intero movimento avendo luo- 
go in un piano orizzontale. Se 0 è l’inclinazione delle verghe, io 
la velocità angolare della seconda verga al tempo t, dimostrare 
che 

(PO (ho /dio . , A A 

5c + l?M* coa, + “ sen V = ‘°- 

56. Se un elemento scorre lungo una curva levigata, che gira 
con uniforme velocità angolare io intorno ad un punto fisso 0, 
allora la velocità dell’elemento relativamente alla curva mobile 
ò data dall’ equazione 

v* — e 2 + ioV 2 , 

in cui r è la distanza dell’ elemento dal punto 0; e la pressione 
sulla curva sarà data dalla forinola 

v 2 

lì — — h tó 2 p = 2(ov , 

' P 

dovo p ò la perpendicolare da 0 sulla tangente. 

57. Determinare (approssimativamente) il movimento di un 
pendolo semplice; quando il punto di sospensione descrive uni- 
formemente, o con piccola velocità, un circolo orizzontale. 

58. So una curva gira uniformemente intorno ad un asse ver- 
ticale e la sola forza estranea è la gravità, dimostrare che il tem- 
po di un’oscillazione di un elemento che scorre sulla curva in- 
torno alla sua posizione di quiete è 

2it t / p sen g 
in V r — p sen a cos*a ’ 

p essendo il raggio di curvatura nel punto di equilibrio, a l’an- 
golo fatto dalla normale in quel punto con la verticale, r la di- 
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stanza del punto dall’ asse di rotazione, ed (O la velocità angolare 
della curva. 

59. Un tubo parabolico di lunghezza qualunque è fissato col 
suo asso verticale ed il vertice in giù, ed un elemento è spinto 
su di esso dal vertice con data velocità: mostrare che quando la 
lunghezza del tubo è tale che la corsa misurata dal vertice su 

di un piano orizzontale è un massimo, quella corsa —\/2h(a+h) 
in cui h è l’altezza dovuta alla velocità di proiezione. 

60. Un elemento P è legato con fili ai due punti A e B nello 
stesso piano orizzontale, e descrive un circolo verticale. Quando 
l’ elemento è al punto piu basso, si taglia il filo AP e l’elemento 
passa a descrivere un circolo orizzontale; trovare il l'apporto 
della nuova tensione di BP alla primitiva tensione. 

61 . Una pallina può scorrere sopra un arco circolare levigato 
AB ed è attratta da esso, la forza in ogni punto essendo f (r) ; 
se essa è spostata dalla sua posizione di equilibrio, il tempo del- 
l’ oscillazione sarà 

2s 

^2 cos H f(AC) 

dove C è il punto medio di AB, ed a l’angolo che AC sottende 
al centro del circolo. 

62. Una pallina pesante scorre sopra un filo metallico circolare 
verticale, fisso, levigato, di raggio a; se essa ò proiettata dal 
punto più basso con una velocità esattamente sufficiente a pol- 
larla al punto più alto, dimostrare ohe il raggio della pallina 
girerà in un tempo t per un angolo 



63. Un filo passa attraverso un piccolo foro in una tavola oriz- 
zontale levigata, ed ha masse eguali attaccate ai suoi estremi, 
l' una che pende verticalmente e l’ altra che giace sulla tavola ad 
una distanza a dal foro; quest’ ultima è proiettata con una velo- 
cità slga perpendicolarmente al filo; mostrare che l’altro elemento 
resterà in quiete, e se esso è leggermente disturbato il tempo di 

una piccola oscillazione sarà 2r 



64. Un elemento descrive un circolo sotto l’ azione di una forza 


56 
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che tende ad un punto sulla circonferenza, il punto movendosi in 
modo da essei'C sempre un sesto della circonferenza indietro 
dell’ elemento; trovare la forza e la velocità in ogni punto, e mo- 
strare che i tempi per descrivere circuiti completi formeranno 
una progressione geometrica Crescente di cui la ragione è e 2 ” V3 . 

65. Tre pesi eguali sono legati ad un filo di lunghezza 4a, uno 
nel suo punto medio e gli altri alla metà delle distanze tra esso 
e lo estremità, le quali sono attaccate a due punti in una linea 
orizzontale ad una distanza a(V 3 -f 1) tra loro; trovare la po- 
sizione di equilibrio, e mostrare che se il peso di mezzo riceve 
un piccolo spostamento verticale il tempo di una oscillazione è 

dove 0 e 9 sono rispettivamente le inclinazioni all’orizzonte- 
delle porzioni, superiore ed inferiore, del filo nella posizione di 
equilibrio. 


66. So un elemento di peso w è proiettato orizzontalmente 


nell’interno di un cono circolare di angolo al vertice ’ il di cui 


asse è verticale ed il vertice in giù con la velocità che acquiste- 
rebbe scendendo per una generatrice dal punto di proiezione si- 
no al vertice, mostrare che: 

1. Il moto è oscillatorio, e che l’elemento non scende mai 
più basso della sua posizione iniziale. 

2. La curva descritta dall’ elemento sul cono se si sviluppa 
in un piano ha per equazione 

P 3 (Jj) = r' 1 (r - p) (p 2 + p r- r 2 ), 


in cui r è la distanza dell’ elemento dal vertice, p la distanza 
iniziale. 


3. La reazione è data dall’equazione 


n =^i 1+ ' c 


'i 


67. Un elemento ò proiettato su di un paraboloide levigato il 
di cui asse è verticale in modo da descrivere molto prossimamente 
un circolo di cui il diametro è il lato retto 21 della parabola ge- 
neratrice; dimostrare che il tempo di una piccola oscillazione in 


una direzione verticale è 2- \/~ . 

' V fi 
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68. Un elemento pesante si muove nell’interno di un parabo- 
loide di rotazione levigato il di cui asse è verticale ed il vertice 
in giù. Mostrare che l’ equazione differenziale della sua traietto- 
ria sopra un piano orizzontale è 



dove 4 a è il lato retto della parabola generatrice. 

69. Un elemento sotto l’azione di una forza attrattiva che va- 
ria inversamente come il cubo della distanza da un dato piano, è 
costretto a muoversi su di una superficie sferica levigata, essen- 
do stato proiettato con la velocità dovuta ad una distanza infini- 
ta; dimostrare che la forza efficiente sull’ elemento passa sempre 
per un punto fisso. 

70. Dimostrare che so un elemento si muove in un tubo levi- 
gato sotto l’azione di forze qualunque che tendono a centri, la 
pressione in ogni punto del tubo varierà come 



dove — — è l’accelerazione verso uno qualunque dei centri, e f è . 
dr 

il raggio di curvatura; e quindi che la pressione in ogni punto 
del tubo varierà come la curvatura quando l’ orbita ò tale quale 
potrebbe essere descritto liberamente sotto l' azione di ciascuna 
delle forze presa separatamente. 


71. Una pallina scorre su di un filo metallico levigato in forma 
di una curva piana che gira intorno ad un asse verticale perpen- 
dicolare al suo piano. Dimostrare che la pallina oscillerà tra due 
punti di cui le distanze dall’asse sono eguali alla distanza ini- 
ziale dall’asse alla normale al filo per la posizione iniziale della 
pallina. 


72. Un sottile tubo rettilineo gira in un piano con uniforme 
velocità angolare io intorno ad un punto nella sua lunghezza 
mentre il piano gira con uniformo velocità angolare to' intorno ad 
un .asse orizzontale per quel punto, dimostrare che l’equazione 
del moto di un elemento pesanto situato nel tubo è 

d 2 r 

— - (w- 4- tv' 2 cos'wt) r — g sentoV cos vot, 
ai 2 


il tubo essendo inizialmente perpendicolare all’asse orizzontale 
ed il piano orizzontale. 
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CAPITOLO Vili. 


Moto in un Mezzo resistente. 

213. Quando un corpo si muove in un fluido, sia liquido o gas- 
soso, esso deve nello spostare gli elementi del mezzo e strofinan- 
do contro di essi, perdere una parte della sua propria velocità. 
La resistenza di un fluido ad un corpo che si muove in esso è 
quindi della natura delle forze ritardatrici; ma, in conseguenza 
della grande difficoltà di fare accurati esperimenti sull’oggetto, 
lo leggi dolla resistenza dei fluidi non sono state ancora stabilite 
in modo soddisfacente. 

Per una velocità nè molto grande nè molto piccola, la legge 
generale approssimata sembra essere, che la resistenza ad una 
superficie piana, che si muove col suo piano ad angoli retti alla 
linea del moto, è proporzionale all’estensione della superficie, 
alla densità del mezzo resistente, ed al quadrato della velocità 
insieme. Però noi trattiamo solamente del moto di un elemento, 
in cui l' estensione della superficie non entra nella nostra consi- 
derazione, ed assumeremo che la resistenza dipenda interamente 
dalla densità del mezzo e dalla velocità dell’elemento; illustre- 
remo, col supporre diverse leggi, il metodo di procedimento in 
tutti questi casi. 

E bene che lo studente osservi che in tutt’ i casi di resistenza 
i movimenti sono essenzialmente irreversibili. Non si tratta più 
di sistemi conservativi di forza, finché almeno limitiamo la no- 
stra attenzione solamente al movimento del corpo che soffro re- 
sistenza. 


214. Un demento non sollecitato ila alcuna forza è proiettato 
in un mezzo resistente di uniforme densità, di cui la resistenza 
varia come V w ma potenza della velocità ; determinare il moto. 

Il moto sarà evidentemente rettilineo. Sia x la distanza del- 
l'elemento da un punto fisso nella linea del moto al tempo t, v 
la sua velocità in quel tempo. La forza dovuta alla resistenza si 
può rappresentare con lv H , k essendo una costante, e l’equazione 
del moto è 

'» = -*'* <»>• 
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abbiamo, con l’ integrazione, 

kt=C + 


„\-n 


n — 1 ' 


Supponiamo che l’ elemento sia proiettato dall’ origine, con ve- 
locità V, allora quando 

tri-» 

< = 0, v^V] e ~ 


Quindi 


C= -n-l 
(n-l)kt = v'- n -V'- u 


( 2 ), 


la relazione tra re/. Essa mostra che v non può mai essere zero 

y l-« 

se n> 1 , ma se w<l la velocità diverrà zero quando t -—— - r. 

(1 — n)k 

Dopo ciò l’elemento resterà evidentemente in quiete. 

Per trovare la distanza dell’ elemento dall’origine ad ogui tem- 
po, abbiamo da (2) 


Quindi 


x — — 




t-n 

i-« \ 

+ 


rt-n 


x e t essendo supposto che svaniscano insieme. Quando n< 1 , la 
distanza alla quale arriverà l’elemento, o la sua distanza dall’o- 

y\-n 

rigine al tempo — ZTT.< & 


(1 -«)&’ 


yt-n 
(2 — n) Jc ' 


215. Vi è un caso in cui la soluzione precedente è in difetto, 
cioè quando n— 1 , o la resistenza varia come la velocità. In que- 
sto caso, da (1), 

---kv ’ 

dt _ * ’ 


dalla quale 


dt _ 1 

dv v ’ 
kt=C — logr. 
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Quando 

Quindi 

e perciò 
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t — 0 , v = F; e C — log V. 


kt 


10 


da; T . 

t; = — = 4 e . 
dt 


Integrando, abbiamo 




( 3 ); 


( 4 ), 


la costante essendo determinata come sopra in modo che x e t 
svaniscano insieme. 

Le equazioni (3) c (4) determinano la velocità o la posizione 
dell’ elemento ad ogni istante. Esso mostrano che la velocità di- 
minuisce senza diventare mai zero, ma che lo spazio percorso 
dall’ elemento lia un limite definito, poiché quando 

. ‘ F 

t = oo , x = — . 


216. Un elemento, sollecitato da una forza costante nella sua 
linea di movimento, si muove in un mezzo resistente di uniforme 
densità, di etti la resistenza varia come il quadrato della velocità; 
determinare il moto. 

Si supponga l’ elemento proiettato dall’ origine con la velocità. 
V, o sia v la sua velocità ad un tempo qualunque 1, x la sua di- 
stanza dall’origine in quel tempo, ed f l’accelerazione costante 
dovuta alla forza. 


Sia K la velocità con la quale l’elemento dovrebbe essere ani- 
mato affinchè la forza resistente fosse eguale ad f , allora la forza 

. • _ v 2 

ritardatrico ad ogni tempo si può rappresentare con f — . 

A 2 

I. Agisca f in modo da diminuire x; allora l’equazione del 
moto 6 

d z x , v* 

.711 ~ — f ~ f jfì ’ 


la quale, essendo 


di' 1 


si può scrivere o 


d*x _ dv _ dv dx _ do 
dt 2 ~ dt dx dt V dx ’ 


§=- a <*■+.■> 
’S 
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Queste ancora si possono cambiare in 

f?< ir- i 

dv~ f ir + V* ’ 

dx K* 1 

d(v'-)~ 2f ir + t>* ’ 

Integrando, e determinando le costanti sì die quando 


otteniamo 


x — 0, t = 0, v = F, 


— = tan~* — — tan~‘ — 

K K K 


K(J- 
ir + Vv 


2 fx , tf 2 + V 2 

/fi lU - ]£i + 


Sia T il tempo al quale la velocità diviene zero, ed h il valore 
corrispondente di x , allora 



Dopo questo l’elemento incomincia a ritornare, la forza di re- 
sistenza tende quindi ad accrescere x, e l’ equazione del molo è 


d 2 x 
dt 2 


/ r / A - 2 


la quale, come sopra, si può scrivere o 

_ — - _ JL _ v i) 

dt K* K ’’ 
dv f 

o V — — — — (ir —V*). 

dx ir 


Queste si possono cambiare in 

dt K 2 ] 
dv — f ir- r 2 ’ 

dx _ ir i 
d (v*) ~ ~ 2 f ir - V 2 ' 

Integrando, e determinando le costanti sicché quando 
v — 0 , x = h, t = 2\ 
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otteniamo ^ (t — T) — log ^y- -— , 

K 1\ — v 

2 f K 2 

— (h -x) = log K t_ v f 

Sia U la velocità con la quale l’ elemento ritornerà al punto di 
proiezione; alloi'a, ponendo 0 neH’ultima equazione, otteniamo 

-Vh 

IP - K* 

Ji 2 ~\ C ' 

o, sostituendo per h il suo valore, 

I! 

u 2 ir- 
le 1 ' 


onde 



J 1__ 1 

U 2 V 2 ~W 

Questo mostra, come potevamo aspettarci, che l’elemento ri- 
torna al punto di proiezione con velocità diminuita. 

II. Agisca f in modo da aumentare x. Allora 
d 2 x _ V* 
dt 2 ' K 2 ’ 

dalla quale deduciamo, come sopra, 
dt K 2 1 

dv~ f K* — v 2 ’ 
dx ir- i 
d(v 2 )~ 2 f K*-v-' 

Integrando, e determinando le costanti così che quando 
t = 0, x — 0, v = F, 


otteniamo 


t: 


K _ (K + v)(K - V) 
2f g (K-v)(K + F) ’ 

ir - , ir - V 2 
x ~ 2f log ir - r 2 ' 

Dall’ultima equazione otteniamo 

r = ir - (ir- - r 2 ) e K2 . 
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Questa equazione mostra che quando x diviene molto grande, 
v si avvicina a K, che è il suo valore limite. Se la velocità di 
proiezione è minore di K, v si avvicinerà continuamente a K , e 
non lo supererà mai, e se la velocità è maggiore di K, v dimi- 
nuirà costantemente verso il limite K. 


217. I risultati dell’ultima Proposizione sono applicabili ai 
corpi lanciati in un mezzo resistente verticalmente in su o in 
giù sotto l’ azione della gravità; infatti l'accelerazione dovuta 
alla gravità si può sempre considerare costante, "benché non la 
stessa come per un elemento nel vuoto. L’attuale forza motrice 
è nel fatto la differenza tra il peso del corpo e quello del fluido 
spostato, sicché se a è il rapporto della gravità specifica del 
fluido spostato a quella del corpo, la forza motrice 

= 17(1 - a) = Mg(l - a), 

dove W ed M sono il peso e la massa del corpo, e quindi l’ ac- 
celerazione prodotta da essa =p(l-a). Sostituendo questa per f 
nei risultati dell’ Art. 216, possiamo ottenere le formolo per il 
movimento dei corpi in una direzione verticale sotto l’azione 
della gravità. La grandine e la pioggia somministrano una buona 
illustrazione della Velocità Terminale indicata dal risultato di II. 
Ma pel completo trattamento dei loro movimenti bisognerebbe 
prendere in considerazione l’attrito del fluido, ed il soggetto 
cessa di appartenere alla Dinamica di un elemento. 

218. Trovare le equazioni del moto, in un mezzo resistente , di 
un elemento sollecitato da forze qualunque. 

Siano x, y, z le coordinate dell’elemento relative ad un dato 
sistema di assi rettangolari, al tempo t, e siano X, Y, Z le ac- 
celerazioni componenti, parallele agli assi, dovute alle forze che 
agiscono sull’elemento. Allora dinotando con lì l’ accelerazione 
dovuta alla resistenza, che agisce nella tangente alla traiettoria 
descritta, ed in direzione opposta al movimento, abbiamo 

d*x dx 

jp - X~ lì — 


dhj 

di* 



d i z 

< dì * 


ds 


Queste sono le equazioni generali del moto. In ogni caso par- 
ticolare lì sarà data come una funzione della densità del mezzo 
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e dello velocità dell’ elemento, e metodi particolari saranno ne" 
cessarii per ottenere la traiettoria dell’elemento e la sua posi- 
zione ad ogni tempo. Il metodo di procedimento sarà illustrato 
in ciò che segue. 


219. Un elemento sollecitato da una forza costante parallela 
ad una linea fissa è proiettato da un dato punto in una data di- 
rezione con una data velocità, e si muove in un mezzo uniforme 
di cui la resistenza varia come il quadrato della velocità; deter- 
minare il mota \ 

Questo è, approssimativamente, il caso di un proiettile distur- 
bato dalla resistenza dell’aria; e la sua soluzione è, sino ad un 
certo punto, utile in artiglieria. 

Si prenda il punto dato per origine, l’asse delle x perpendi- 
colare, e quello delle y parallelo, alla linea data, in modo che il 
piano delle x y contenga la direzione della proiezione. Sia f l’ ac- 
celerazione costante dovuta alla forza; agente, supporremo, a di- 
minuire ?/; allora l’effetto acceleratore della resistenza si può 


rappresentare con k ©’ 
quazioni del moto sono 


dove k è una costante. Quindi le e- 


d-x i ^ds^dx 


dt/ ds 


( 1 ). 


r 11* ' k \dl) ds 


La prima si può scrivere 

d*x _ ds dx 
dt* ~ ~ k dt di ’ 

e, quindi, dividendo per ed integrando, otteniamo 

"*§= c - fc 

Supponiamo che u sia la componente della velocità iniziale pa- 
rallela ad x: allora, quando s — 0 


= m; onde C = logu, e 


dx 
dt 
dx 
di = 


A* 
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Quindi 

onde 

Ma da (2), 


( !l = d A^^ ue~ k ‘ d A ■ 
dt dxdt ' dx ' 


d A _ dx 

di* “ dx* dt 


_ k ds dy 
dt dx 

! dy 
dì d.r ' 


dx* 

d i y . , * </// 

' dt dt 


— — { — kue 


-k* * 


dt dx 


Paragonando questi otteniamo 


£f + / e =‘- = 0; 

ffj- 2 « ! 


o, ponendo 


P = 


f?.r ’ 


~ + ~ t «*** = 0 
dx u* 


( 3 ), 


equazione differenziale della traiettoria. 

Essa si può rendere integrabile una volta moltiplicando il pri- 
mo membro per 

■ja+p*) 


Questo dà 


dp 

ds 


, j . ohe è l’ unità. 
ds 

dx 

N/(l + ^ + i- C i** = 0. 

U“ 


Integrando, e determinando la costante sicché quando s = 0 J 
j> = tana, a essendo l’angolo che la direzione della proiezione fa 
con l’ asse delle x, otteniamo 

P x/(l + P*) + log b + V(1 + P 2 ) ! + j gi ^ 

f 

— tana seca + log (tana + seca) + — (4), 

KXv 

equazione intrinseca della traiettoria. Questa equazione non si 
può integrare ulteriormente. 
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Se facciamo k — 0 nelle equazioni (1), (2), abbiamo le equa- 
zioni che appartengono alla traiettoria in un mezzo non resistente, 
la velocità iniziale e la direzione della proiezione essendo le stes- 
se come in questo problema. Quindi se S, s sono archi delle tra- 
iettorie in un mezzo non resistente, ed in uno resistente, misu- 
rati dal punto di proiezione sino a due punti qualunque nei quali 
le tangenti sono parallele, 


dp 

ds 


V(l+P 2 ) = - 


f_dS 
u* ds 



Quindi 


. 


dS 

ds ' 
e perciò 2 IcS = e ** 8 — 1 , 

poiché supponiamo che S ed s incomincino insieme. 

Quindi 2 Ics = log (1 + 2 kS ) (5). 

220. Dall’equazione ( 8 ) apparisce che, come s diviene sempre 
più prossimamente eguale a + 00 > ^ diviene sempre più prossi- 
mamente eguale a zero, e quindi x diviene sempre più prossi- 
mamente eguale ad una costante. Quindi la curva dalla parte po- 
sitiva dell’ origine tende continuamente a coincidere con una li- 
nea retta parallela all’as 3 e delle y, ad una distanza finita, che è 
perciò un assintoto. 

Inoltre, come x diviene sempre più prossimamente eguale a 

— oo,~ diviene sempre più prossimamente eguale a zero, o p 
dx 

tende a divenire costante. La curva quindi dalla parte negativa 
dell' origine tende a divenire parallela ad una certa linea retta. 

Apparisce ancora dall’equazione (5) che quando £ = — — ,s di- 
viene — oo, e quindi la curva tende a divenire parallela alla tan- 
gente in un punto della parabola ordinaria ad una distanza — 

*mlC 

.lungo la curva dall’origine. 0 , se 0 è l’angolo che questa linea 
retta fa con l’asse delle x, abbiamo ponendo s = — oo nell’ equa- 
zione (4), 

. . , , tan 6 + see 0 f 

tan 0 sec 0 — tan a sec a + log -, — = 7 — . 

tana + seca ku‘ 

Per mostrare che la curva ha un assintoto parallelo a questa 
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linea, dobbiamo dimostrare che x', la distanza del punto d'in- 
contro della tangente con l’asse, dall’origine, è sempre finita. 


Ora 

il che dà 

Inoltre, 

mente 

e, da (3) 
onde 


, dx. 

x=x - y dy' 
dx' _ d dx _ y dp 
dx y dx dy ~~ p 1 dx ' 

se il valore finale di p si chiama n, avremo ultima 


y ss nx, s = x ^/(l + n T ) , 
dp fe' k> 

dx, u* ’ 

d x ' _ _ 5 fcxV(i+n*). 


dx 


nu z 


c' = - f^A e ifcrv(,+nt) dx , 
J o nu- 


che, con l’integrazione, si troverà essere finito quando x è infi- 
nito e negativo. 

Quindi la curva non è simile dalle parti opposte del vertice. 
L’ elemento sale più obliquamente e scende più verticalmente di 
quel che farebbe nel vuoto. 


(jy 

dx 


221. Il proiettile avrà raggiunto il punto più alto quando 
= 0. Questo dà, per la lunghezza della curva dall’ origine al 


punto più alto, per l’equazione (4), l’espressione 

1 r i :u i -j 

log j^l -f- — j tan a sec a -H log(tan a + sec a) J J , 


e, per la velocità ivi, il valore 

£ 

[ ku 1 1 * 

1 + -y { tan a sec a -f log (tan a + sec a) | J 

222. I risultati precedenti si applicheranno, come nell’ Art. 
216, al movimento di un corpo lanciato nell’aria sotto l’azione 
della gravità, scrivendo per /'il valore di g , corretto come nel- 
l’Art. 217. La più importante applicazione del problema è alla 
pratica delle armi rigate, nel qual casop è sempre piccolo, o si 
può trovare un’ equazione approssimata della traiettoria. 


Digitized by Google 



■151 


MOTO IN UN MEZZO RESISTENTE. 


Infatti abbiamo ^ e lKs = 0. 

dx u 2 

ds 

Ora, poiché -y- =■ y/ (1 + p*) -1, se trascuriamo le potenze di p 

superiori alla prima, quest’equazione è la stessa che 

dp f ..... ds 
— + e*** - r = 0. 

dx u- dx 


Integrando, ed osservando che quando s — 0, p— kna, otte- 
niamo 

* + ^ e ’ l ’= u, * a+ 2«>- 


onde 


tk . , 2 fc«* r 

e* = 1 H — (tana — 


Sostituendo nell’equazione (8), otteniamo 

— + — + 27; (tan « — j>) = 0 , 
dx il 


<b 

dx 


- — 2 kj> - — + 21c tan ai . 

c \u l J 


Se moltiplichiamo questa equazione per c ìkx , integriamo e 
determiniamo la costante come sopra, abbiamo 

1K ~"“ = " 25* + (ih + l “ a ) e ~‘ U: 


dy 

p=1 Tx = 


f e * kx + 


2 ku* 




Integrando, ed osservando che quando x = 0 ,y — 0, abbiamo 
finalmente, 

• = * ( tM (e ’" - i> - 


equazione approssimata della traiettoria richiesta. 

Sviluppando secondo le potenze ascendenti di kx, cioè suppo 
nendo che il coefficiente di resistenza sia piccolo, abbiamo 


y — x tan a — 


2 u* 



di cui i termini che non contengono k riproducono, come doveva 
essere, l’equazione (3) dell’ Art. 100. 
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223. Un elemento, che si muove in un mezzo resistente, è sol- 
lecitato da una forza la di cui direzione è costantemente paral- 
lela ad una linea fissa ; trovare la resistenza affinchè si possa 
descrivere una curva data. 

Se prendiamo la linea fissa per asse delle y, e dinotiamo la 
forza in ogni punto con Y e la resistenza con lì, le equazioni del 
moto saranno 


d*x 

_,dx 

(1), 

ll-r- 

dt * 

ds 

d*y 

— Y— E — 

(2). 

dt * 

ds 



Eliminando 7Ì, otteniamo 


Ora 


quindi 


o 


d : r d ì y dy _ dx 

di W ~~dt dW~ 1 dt 

dy 

dy ^ dt 
dx dx ' 
dt 

dx d-y dy d*x 
d'-y di’ Ir- ~ di -<fr- 
dx- /dx \ 3 

\di) 



Differenziando rispetto a t, otteniamo 


onde 



(3). 


W. 
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e quindi per l’equazione (1) 


1 ds d_ 

2 dx clx 



( 5 ). 


Da questa equazione, se conosciamo Y, si può trovare la resi- 
stenza affinchè si descriva una curva data. 


224. Se la resistenza varia come il prodotto della densità per 
r« m * potenza della velocità, le equazioni (4) e (5) si possono u- 
sare per trovare la legge della densità affinchè si possa descri- 
vere una curva data. Infatti in questo caso JJ sarà rappresentata 


da 


k 



, dove k è proporzionale alla densità in ogni punto, 


e deve essere determinato come una funzione di x ed y. Abbia- 
mo allora da (5) 



che, secondo che «è o non è eguale a 2, si può scrivere 



o 



_T 

d'-y 


dr 2 


(7). 


225. Le equazioni (5) e (G) si possono ancora chiaramente usare 
per determinare le leggi della forza con la quale una curva data 
può essere descritta, la densità essendo supposta conosciuta, e 
la direzione della forza essendo data. 
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Dall’equazione (3), otteniamo 

/dsV /tfsV 

\t«/ _ \dt) 

/ dx \ dx d*y dy d-x ^ ’ 

1 \dt/ TtW'aidP 


essendo il raggio di curvatura. Quindi 
dx 




ds 


= 21 r Q corda di curvatura parallela ad y j , 


e quindi la velocità, in ogni punto è la stessa di quella che si 
acquisterebbe da un elemento che cade nel vuoto per un quarto 
della corda di curvatura parallela alla linea fissa sotto l’azione 
di una forza uniforme eguale alla forza in quel punto. 


226. Un demento, che si muove in un mezzo resistente è solle- 
citato da una forza centrale; trovare la resistenza affinchè si 
possa descrivere una curva data. 

P dinotando la forza centrale ed li la resistenza, le equazioni 
del moto sono 

dt* ' r ds’ 

<Ì1 = _ P l _ s % 

dt- r ds 

Eliminando lt, otteniamo 

dx d ì y dy d*x P f dy dx\ 
dt dì* ~ dtdt* “ r Vdt ~ y dt ) ’ 



la quale mostra che la velocità è quella dovuta ad un quarto della 
corda di curvatura per il centro. 

Ancora, eliminando P dalle equazioni del moto, otteniamo 


d*ij 
J dt* 


y 


(Px 
dt 2 


- R 



dx\ dt 
9 di ) ds’ 


58 
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che determina la legge richiesta di resistenza. 


227. Se la resistenza varia come il prodotto della densità e 
deU’« ma potenza della velocità, 

*=*(£)'• 

e per le equazioni (1) e (2), 


onde 


jfc = - 


P 


n-2 


O’D 


che, secondo che n è non è eguale a 2, si può scrivere 


\ 


o 



Queste equazioni determinano o la legge della densità affinchè 
si possa descrivere una curva data, la forza essendo conosciuta, 
o la legge della forza supponendo conosciuta la densità. 


228. Un elemento, che si muove in un mezzo resistente di cui 
la resistenza varia come il prodotto della densità pel quadrato 
della velocità, è sollecitato da una forza centrale; determinare 
V orbita. 
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Questo si può dedurre immediatamente dal risultato dell’ul- 
timo Articolo, ma daremo qui una investigazione diretta. Sia P 
la forza centrale; allora, prendendo le equazioni del moto secon- 
do il raggio vettore, e perpendicolarmente ad esso, abbiamo 


àb _ /tfoy _ 

di’ r \<u) 

l±( r iM\ = 

r dt\ dt) 



( 1 ), 


Dividendo l’ ultima di queste equazioni per r abbiamo 

li v 


d 

dt 



r ì 


db 

dt 



Quindi 




(i); 


h essendo la costante introdotta nell’integrazione e dipendente 
dalle circostanze iniziali. 

Inoltre, se poniamo r = -, ed osserviamo che 


dr 

dt 


1 dii 

n * dt 


1 du db 
w* rfO dt 


du — f kcts 

il'r , dhi — f kdi db , , du — f** ds 

0 ir^- h im e dt +hk di • li 

, „ . d*u — 2f kds ds dr 

=-*•“’ dt* -^ri' 

sostituendo nell’equazione (1), ed usando la relazione 

/ ds\ l dr _ ds dr 
w / ds ~ di dt ’ 


otteniamo 


h u db- c 


Digitized by Google 



460 


MOTO IN UN MEZZO KESISTENTE. 


o finalmente 


cPu Pe ^ (tS A 
rfo 2 + u ~ ~~ 


( 2 ). 


Le equazioni (1) e (2) differiscono da quelle del moto senza re- 
sistenza solamente nella modificazione' dei loro ultimi termini 

dal fattore e e dal suo quadrato inverso. Quando k è picco- 
lo, non vi è difficoltà nell’ integrarle approssimativamente con i 
metodi che saranno spiegati nel Cap. XI. 


E SEMITI. 


1. Un elemento è proiettato con una data velocità V in un 
mezzo uniforme in cui la resistenza varia come la radice qua- 
drata della velocità; trovare qual tempo passerà prima che l’ele- 
mento si riduca in quiete. 

< 

2V* 

Tempo richiesto = -r— . 

K 


2. Un elemento proiettato con una velocità di 1000 piedi a 
secondo, perde metà della sua velocità passando per 3 pollici di 
un mezzo resistente di cui la resistenza è uniforme; trovare il 
tempo pey attraversare questo spazio. 


1 

3000 


di secondo. 


3. Un elemento cade verso un centro di forza che varia come 
il cubo inverso della distanza, in un mezzo di cui la densità va- 
ria anche come il cubo inverso, e di cui la resistenza varia come 
il quadrato della velocità; dimostrare che ad ogni distanza x dal 
centro, 

(velocità)* = ^jl - e ^ x2 , 


dove [Afforza all’unità di distanza, k = densità all’unità di di- 
stanza, ed a = distanza dell'elemento dal centro al principio del 
suo moto. 

L’ equazione del moto è 

d*x _ p k / <faV 

dt* x 3 x 3 \dt ) ’ 

do _ p kv 3 

^ ^ 7 ' ^ TV * 
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Sia v ì = z\ 
onde 


dz 2 kz __ 2p 

dx x 3 x 3 " 


Si moltiplichi per tr e s’ integri 


onde 


_k_ k 

X a _ p I» 

e i=C + f e . 
k 


P a* 


Ora quando # = a, 2 — 0; onde C = -^-e 

k 


quindi 






r 


4. Un elemento sollecitato da una forza costante f, si muove 
dalla quiete, in un mezzo di cui la resistenza varia come il qua- 
drato della velocità direttamente e come la distanza dal centro 
inversamente; trovare la velocità dell'elemento ad ogni distanza 
dall'origine, e la posizione dell’elemento quando la sua velocità 
è un massimo. 

2 f 


x~ tk v' = 


1 - 2 k 


(« 1 -** _ a:*-**), x' = (2k)'- ik a, 


dove a è la distanza iniziale e k la resistenza quando x e v sono 
entrambe l’unità. 


5. Se si tirano delle corde da ciascuna estremità di un diame- 
tro verticale di un circolo, il tempo della discesa per ciascuna 
di esse in un mezzo di cui la resistenza varia come la velocità, 
è la stessa. 

6. Un elemento è proiettato con una data velocità, verso un 
centro di forza che attrae inversamente come il cubo della di- 
stanza, in un mezzo di cui la resistenza varia come il quadrato 
della velocità direttamente, e come il quadrato della distanza dal 
centro inversamente; trovare la velocità in ogni punto. 


2 k 


Qui e “ v 3 — e 


ìk 

‘ x yt 


- JL ( a ~ 

2 k 3 \ a 


-2 k - 


2 k 


X / 


dove V è la velocità di proiezione, p la forza assoluta attrattiva, 
k la resistenza all'unità di distanza, a la distanza iniziale, ed x 
la distanza dell’elemento corrispondente alla velocità t\ 

7. Un elemento incomincia a cadere dall’ estremità più alta di 
una linea verticale, e nello stesso istante un altro elemento è 

* 
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proiettato in su dall’ altra estremità con una data velocità, gli 
elementi movendosi in un mezzo di cui la resistenza varia diret- 
tamente come la velocità; mostrare che il tempo nel quale essi 
1 V • 

s’ iuoontréranno = vlog— — — , dove a è la lunghezza della linea 

fC V ~~~ rCCl 

verticale, V la velocità di proiezione, e k la resistenza per una 
unità 'di velocità. 

8. Un elemento sollecitato dalla gravità cade da una data al- 
tezza in un mezzo uniforme di cui la resistenza varia come il 
quadrato della velocità; nell’ arrivare al punto più basso della 
sua discesa esso è riflesso in su con la velocità che ha acquistato 
nella sua caduta, dopo di aver raggiunto la sua più grande al- 
tezza esso discende di nuovo ed è di nuovo riflesso, e così perpe- 
tuamente; determinare l’altezza della salita dopo un numero 
qualunque di riflessioni. 

Sia a l’altezza da cui l’elemento cade, a,, « 2 , a 3 , etc. le sue 
massime altezze successive, v ì ,v i ,v ì , etc. le sue velocità dopo 
il primo, secondo, etc. tempo dell' arrivo alla base, allora (Art. 

216) - ‘ -Ab 

*,* = K 2 (l - e. 1 * ), 

J__ 1 1 

7} ~ T 2 = K* ' 

1 1 1 


ed 


Addizionando 


Quindi 



v 2 K 

2 * 


1 

1 

ì 


v - ~~ 

1 M-l 

K l 

1 

1 H 

- 1 


■» 


K 2 


ì 1 / 1 \ 

( zlfL‘\ 

1 \n — (« — .1) e Ki / . 

~K*1 


-m 

ì - e K ’ 
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Va 

e h * - 1 
2/à ' 

K a i 

«e — n + 1 

L’elemento è ora proiettato in su con una velocità v H , quindi 
(Art. 216) 



Se « è eguale all’infinito, 

IV . n + 1 
e ~' 

9. Determinare la legge della forza affinchè un elemento possa 
sempre discendere ad un dato centro nello stesso tempo da qua- 
lunque distanza esso incominci il suo movimento, il mezzo nel 
quale l’elemento si muove essendo uniforme, e la resistenza va- 
riando come il quadrato della velocità. 

10. Se un elemento è proiettato in un mezzo, di cui la resi- 
stenza varia come la velocità, ed è sollecitato da una forza co- 
stante parallela ad una data linea, ed un altro elemento è pro- 
iettato nel vuoto sotto lo stesso angolo e con la stessa velocità 
ed è sollecitato dalla stessa forza costante, se £,, £ 2 sono i tempi 
per descrivere due archi nel mezzo e nel vuoto in tale relazione 
tra loro che le tangenti nelle loro estremità siano tra loro paral- 
lele, allora e w * — 1 = kt . ì , k essendo la resistenza corrispondente 
alla velocità 1. 

11. Un elemento si muove in un semicircolo, sollecitato da 
una forza costante in linee parallele; trovare la resistenza richie- 
sta, c supponendo che la resistenza varii come il prodotto della 
densità pel quadrato della velocità, trovare lalegge della densità. 

Sia l’equazione del circolo x- + y- = a' 1 , e la forza parallela ad 

x 

y\ allora lì come x, k come 

(a 4 — x *) 4 

12. Un elemento sollecitato da una forza costante parallela 
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all’asse delle y si muove nella curva a n ~ i y -\-x n =h n ; trovare la 
legge della resistenza. 


R come 


N /(a»' 1 -* + nW*) 


13. Un elemento sollecitato da una forza costante parallela 

a n+l 

all’ asse delle y si muove nella curva ,y — mx-\ w ; trovare la 

cc 

legge della densità, la resistenza variando come il prodotto della 
densità pel quadrato della velocità. 


k come 7- 


Lw+2 

r 


+ (nix n+t — na" +, ) 2 |* 


14. Un elemento si muove in un circolo intorno ad un centro 
di forza nella circonferenza, la forza essendo attrattiva ed =pr"; 
trovare la resistenza del mezzo e la legge della densità, suppo- 
nendo la resistenza eguale al prodotto della densità pel quadrato 
della velocità. 


= ^ j«-f 5)r'*sen0, 


fc = 


11 - f 5 senO 
~~2 r~ ' 


15. Un elemento si muove verso il polo in una spirale equi- 
angola intorno ad un centro di forza nel polo, la forza essendo 
\ir n \ trovare la resistenza e la densità del mezzo, la resistenza 
essendo eguale al prodotto della densità pel quadrato della ve- 
locità. 


R 


V- (n + 3) 
2 


r n cosa, 


, « + 3 cos a 

k 2 r 


dove a è l’angolo costante della spirale. 

16. Un elemento si muove nella circonferenza di un circolo 
intorno ad un centro di forza nel centro, la resistenza del mezzo 
nel quale il movimento ha luogo essendo costante; trovare la 
legge della forza, la velocità ad ogni tempo, ed il tempo scorso 
come anche lo spazio descritto prima che l’ elemento si riduca in 
quiete. 

1 V i V 

t>* = V 2 — 2cs, P=- (F 2 — 2cs), S = -5- , -, 

dove V = velocità iniziale, e = forza costante di resistenza, a — 
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raggio del circolo, s l’arco descritto dal principio del moto, S 
e T lo spazio ed il tempo corrispondenti all’ elemento ridotto in 
quiete. 

17. Un elemento è proiettato lungo un circolo levigato con ve- 
locità Fin un mezzo di cui la resistenza è come v 2 . Dimostrare 
che quando la direzione del moto si è cambiata di un angolo o 
la velocità = Ve r*9. 

18. Un elemento si muove verso il polo in una spirale equi- 
angola, il moto avendo luogo in un mezzo di cui la resistenza 
= fcr"; trovare la legge della forza centrale attrattiva nel polo. 


(n + 3) cos a a 1 F 2 + 2 k ( r ,l+ 3 — a n+s ) 

(n + 3) cos a r 3 ’ 

dove F= velocità iniziale, ed a. = angolo costante della spirale. 

19. Se un elemento sollecitato da una forza centrale P si muo- 
ve in un mezzo di cui la resistenza = k (velocità), dimostrare che 


dt 1 


li 2 


- 2 *< 4. b C IS. — 0 

+ Stf- 0 ’ 


dove h è una costante arbitraria. 

20. Un elemento pesante che si muove in un mezzo di cui la 
resistenza = nv 2 , è forzato a descrivere in un piano verticale la 
curva 

ax = e” s — ns - 1 , 

dove s è la lunghezza della curva misurata dal punto più basso, 
x l’ascissa dell’estremità di quest’arco riferito ad un asse verti- 
cale, ed a una costante; mostrare che il tempo per raggiungere 
il punto più basso è indipendente dall’ altezza dalla quale esso 
parte. 

21. Mostrare che la curva nell’ultima questione è anche tau- 
tocrona se la resistenza = mv + nv-. 

22. Un elemento pesante si muove in un mezzo in cui la resi- 
stenza varia come il quadrato della velocità, F,, F 2 sono le sue 
velocità nei due punti in cui la sua direzione del moto fa un an- 
golo o con l’orizzonte, e Fla sua velocità nel punto più alto; di- 
mostrare che 

1 1 2 cos 2 9 

F? + TV _ F 2 “‘ 

23. Un elomento di peso 1F si muove sotto l'azione della gra- 
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vita in un mezzo di cui la resistenza E è sempre piccola e varia 
secondo una data legge; mostrare che la velocità del fuoco della 

parabola istantanea ad ogni tempo è velocità dell’elemento. 


24. Un elemento non sollecitato da forze, è costretto a muo- 

X J? N 

c c 


versi sulla curv 


c ( è -A 

= +e ) 


in un mezzo uniforme di cui 


la resistenza varia come la velocità. Dimostrare che la pressione 
sulla curva ad ogni tempo t varia inversamente come y ì e- 1il , dove 
k è una costante. 


25. Un elemento pesante di massa m scende per una cicloide 

levigata il di cui asse è verticale ed il vertice in su, in un mezzo 
«H«S 

di cui la resistenza è — - , e la distanza del punto di partenza 
dal vertice è c dimostrare che il tempo sino alla cuspide è 
— — 1^, 2 a essendo la lunghezza dell’asse. 



26. Determinare il movimento di un corpo sollecitato da una 
forza attrattiva verso un centro fisso e proporzionale alla distanza 
in un mezzo di cui la resistenza 6 proporzionale alla velocità. 

, Un corpo esegue delle vibrazioni rettilinee in questo mezzo in 
un periodo T, e le coordinate dello estremità di tre semi vibra- 
zioni consecutive sono a, b, c; dimostrare che la coordinata della 
posizione di equilibrio ed il tempo della vibrazione se non vi è 
alcuna resistenza sono’ rispettivamente 


oc — b* 
a + c — 2 b 


T 





2 


27. Un elemento si muove in un mezzo resistente; si stabili- 
scano delle ragioni, provenienti dal principio della conservazione 
della quantità di moto che rendono probabile che la resistenza 
in ogni punto varii come la densità del mezzo in quel punto, ed 
il quadrato della velocità dell’ elemento in moto. 

Un elemento descrive nel mezzo un’ellisse sotto l’azione di 
due forze che tendono" ai fuochi e che variano inversamente come 
l’n m5 potenza della distanza; trovare la densità del mezzo in ogni 
punto della traiettoria; e mostrare che se le forze variano inver- 
samente come la distanza, i loro valori assoluti essendo gli stessi, 
la densità varia come l’ accelerazione con la quale l’ elemento si 
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muoverebbe in un mezzo non resistente, sotto l’azione delle stesse 
forze se esso fosse costretto a muoversi nell’ellisse. 

28. Un elemento è sospeso in modo da oscillare in una cicloide 
il di cui vertice è nel punto più basso: se esso incomincia a muo- 
versi da un punto alla distanza a dal punto più basso misurato 
secondo la curva, ed il mezzo nel quale si muove dà una piccola 
resistenza kv- all’accelerazione, dimostrare che prima di essere 
l’elemento prossimo alla quiete si è dissipata un'energia che è 
















